Travaux de début de séance, BTS. Warm up, année 2019
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Fonctions et PYTHON

On utilise le langage PYTHON pour définir deux fonctions :

from math import *

from random import *

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

* * L] *

LT T T T T Y O ¥

def f(x)

« 10 return 2*exp(-x)+1
11
12 def g(x)

+ 13 return (log(x)/x)
14

On calcule f(3), g(1). Quelles sont les valeurs (utiliser votre calculatrice)?
Dériver les deux fonctions.
Solutions :

*#*%* Console de processus distant
Réinitialisée ***

#xx T(3)

#xx T(3)

1.899574136735728

=xx g(l)

6.8

m

R i

In (x)
X

fx)=2e7*+1 et gkx)=

Xx-In () 1-In (x)

f,(x) = —2e7*¥ et g,(x) = 2 - 2

X X

Equation avec la fonction exponentielle.

Résoudre I'’équation :

Trouver la primitive d’'une fonction.

Donner une primitive de
flx) =e 2*+1 4 3x

Solutions :

e l=s4o3x—1=h@)e3x=h@+1lex=

In(4) +1

3



Tester une solution particuliere d'une équation différentielle.
Vérifier que g(t) = et est une solution de I'équation différentielle (E): y"' —y =0

Calculer avec une loi normale.

Soit X la variable aléatoire qui suit une loi normale de moyenne u = 14,5 et d’écart type
6=2

Calculer P(12,5<X <16,5) P(X < 14,5) P(15<X) P(15 =X)
P(X < k) = 0,8 (Utiliser la touche fracnormal ou Invnormal)

Solutions :
(B):y"—y=0
git)=et donc g'(t)=—et donc g"(t)=et

t

On remplace dans (E),onay” —y = et —e~t = 0. La fonction g est donc une solution de ( E).

P(12,5 < X < 16,5) = 0,68

P(X £14,5)=P(-10° <X <145) =05
P(15<X)=P(15<X<10%) =04
P(15=X)=0

P(X<k)=0,8< k =16,18 (fracnormal ou Invnormal)

Calculer une intégrale.
Calculer

1
f e+ 2xdx
0

Résoudre une équation avec la fonction logarithme népérien.
Résoudre
In(x+1)=3 sur |—1;+o0]

Solutions :

1
f e +2xdx=[-e*+x*i=(-e1+1?) (e "+ 08)=—e1+1+1=—-e"1+2
0

Inx+1)=3ox+1=e3ox=e3-1219,1
e3—1€]—1;40[ donc S ={e3—1}



Equadiff premier ordre :
Cours :

b
y’+ay=b<=)y=Ke‘ax+E

Résoudre I'équation différentielle suivante :

y' =3y+2

Dériver la fonction suivante :
f(x) =2e2*

Solutions :

2
y' =3y +2 <=>y’—3y=2(=>y=l(e3x—§

f1() = —4e~

Equadiff premier ordre :
Cours :

b
y'+ay=b<=>y=Ke‘ax+a

Résoudre I’équation différentielle suivante :

y" —y =1 avec comme condition initiale f(0) = 1

Calculer une intégrale.
Calculer

1
J e?*dx
0



Equation avec la fonction exponentielle.

Résoudre
e2Xxtl — p4x-3

Solutions :
7 : - R )

odel ('diff(y,x)-v=1, v, ¥);

v= (%c-%e™ %) =¥
4 ratsimp (%) ;

y=4%c%e™-1
4 icl (%02, x=0, y=1);

y=2%="-1

y —y=1 o y=Ke*-1

Solution f(x) =2e* -1

1

1 er eZ 1
2xd:_ = — —
ez, =7

—4
ezx+1=e4x‘3<:>2x+1=4x—3(:>—2x=—4<:)x=_—2=2



Equadiff premier ordre avec second membre non constant :

Soit ( E) 'équation différentielle : y' 4+ 2y = 2x

1) Résoudre I'équation différentielle (H):y" + 2y =0
2) Tester la fonction f définie f(x) = x — % comme solution

particuliere de (E)
3) En déduire les solutions de I’équation ( E)
4) On donne comme conditions initiales g(0) = 0. Trouver

I’expression de g.

Solution :
(E):y' +2y=2x
1) H:y'+2y=0y=_Ce **

2) f(x)=x— % solution particuliere de (E)
f'(x)=1 Dans(E)ona y' 4+ 2y = 1+2(x—%) =1+4+2x—1=2x
La fonction f est donc une solution particuliére de (E).

3) Les solutions de I’équation (E) : g(x) = Ce % + x —%
4) Conditions initiales g(0) =0

1 1 1
= 0 —_—— —_—— = —_ —_—
g(0)=0=Ce”+0 2 C > 0= C 2

1 1

La solution de (E) est g(x) = Ee‘zx tx—-



Calculer

ode ("diff (v, x)+2%y=2*%x, v,

| _ 2 x 3

y=%e

ratsimp (%04} ;

2e"2% ((2x-1) 2= F+2 20)

¥= 2

expand (sod) ;

5 1
y=%c3e © x—i—x—a

icl (%05, x==0, y=0)};
2e 2% ((2x-1) e ¥+1)
2

Y:

expand (%) ;

ge ¥ 1
+x—-—
2

Y:

e (Calculer une intégrale.

®)

4
j 3dx
2

e (Calculer avec une loi de Poisson.
X suit une loi de poisson de parametres 4

Calculer P(X < 6) et P(X = 3) Donner E(X) et 6 (X)

4
j3dx=[3x]g=12—6=6
2

P(X <6)=0,89
P(X =3) ~ 0,20
E(X)=4

8



5(X)=V4=2

Calculer avec une loi binomiale, intervalle de fluctuation.

X suit une loi binomiale B(100 ;0,4)
Trouver l'intervalle de fluctuation au seuil de 95% de la variable X.
Que pensez-vous d’un test sur un échantillon de 30 valeurs positives sur 100 ?

Exécution d’'un programme en langage PYTHON

Chercher les valeurs des variables n, a, b, ¢ du

programme ci-dessous écrit en langage PYTHON. Python 3.6
Utiliser un tableau d’exécution pour suivre les

transformations de vos variables. n=e
a=-1
b=-2
c=0
while n<3:
if a>e:
if b>e:
c=a+b
else:
c=a-b
else
a=a+l
n=n+1
print(n,a,b,c)



Solutions :
On dresse la table de la loi cumulative a la calculatrice et on cherche a et b tels que :
p(X <a)>0,025 et p(X <b)=0975

Ontrouvea=31 b=50

31 50

Donc 10'05 = [E' E]

0,30 &€ I o5 On peut rejeter I’échantillon au seuil de 95%

Print output (drag lower right corner to resize)

31-23

Frames Objects

Global frame
n |3
a |l
b |-2
c 3

Calculer une dérivée.

Calculer la dérivée de la fonction f(x) = 4ex+1

Equation du second degré avec des nombres complexes.
Résoudre dans les complexes |I'équation :
z2+2z4+1=0 z2+z+2=0
Equadiff premier ordre.
Résoudre I’équation différentielle suivante :
y'=2y+1

1 . o
Prouver que g(x) = — estune solution particuliere

Solutions :

10



y =2y+1 oy -2y=1y=Ke?* —=

z?2+2z+1=0 z=-1(A=0)
-1 7 -1 7

2 = o A= — = — | — ] — — — | —
z¢+z4+2=0 A 7 &z 2+120uz > 12

f(x) = 4 x 2xe* +1 = 8xeX +1

11



Equadiff second ordre.
Résoudre I'équation différentielle suivante : y'+y' —6y=0

Calculer une intégrale

- 4, _
Calculer I'intégrale fo 2e X dx

o Calculer avec une loi exponentielle.

X suit une loi exponentielle de paramétre 0,001. Pla<x<b)= f: e Mdx = e — g0

CalculerP(X <4) P(2<X<6) et P(X>5)

P(X =4)
CalculerE(X) , V(X) et a(X)
Solutions :
On résout I'équation caractéristique :
’+r—6=0

On trouve deux solutions —3 et 2 (A= 25). Les solutions de I'équation différentielle sont donc :

y(x) = Ae?* + Be™3*

4
0

On utilise
b
Pla<x<b)= f e Mdx =e @ — b
a

PX<4)=P(0<X<4)=1-e"%0%% 0,004
P(2<X <6) =¢e70002 _ =0006 ~ 0,004
P(X>5)=1-PX <5 =1-(1-e"%005) % 0,995
PX=4)=0
E(X) =1000, V(X)=1000000 o(X)= 1000

12



Equadiff du second ordre.
Résoudre I'équation différentielle suivante :

y'+y' +y=0

Equations Solutions sur un intervalle [
Equation diffé- ) - b .
aue SiA=>0, f(H)=Ae"! +pue™ our et
rentielle . ) .
rp sont les racines de I'équation ca-
ractéristique.
ay”"+by +cy=0 SiA=0, f(t)=(At+p)e’ " ol1 restla
racine double de I'équation caracté-
ristique.
Equation caractéristique : SiA <0,
ar? + br + ¢ = 0 de discriminant A. f(t) = [Acos(Bt) + psin(B)]e®’ o
rn=a+if et rp = a—if sont les
racines complexes conjuguées de
I’équation caractéristique.
p b, _ — _
3 Redémontrez la formule Pla<x<b)= [ le¥dx=e""~e Ab
Solutions :
. On résout I'équation caractéristique :

r’+r+1=0

V3 . -1 .43

. S .3 . ) 2 .
On trouve deux solutions complexes conjuguées > + i et——i— 2 (A= —3). Les solutions de I’équation

différentielle sont donc :

y(x) = e_)2_c(A cos <§x> + B sin (?x))

ode? ("diff(y,x,2)+"'diff (v, =) +v, v, =);
X - -
- N C A x) )
y=%= “ | %kI sin| | +4k2 cos i
lk |“ 2 J |~‘ 3 JJ

b
Pla<x<b)= f de ¥dx = [-e )L = —e P — (—e™9) =2 — g0
a

13



Utiliser un développement limité.

° On donne un développement limité de la fonction f(x) = In (x + 1)
4 taylor (log(=+1), =, 0O, 4);
Hz 33 1{4
X — — + ..
2 3 4

A quel voisinage ce DL est-il donné ?

A quel ordre ?

Quelle est I’équation de la tangente que I'on peut écrire ?
Quelle est la position de cette tangente par rapport a la courbe ?

Solutions :
DL donné au voisinage de 0 a I'ordre 4
Equation de la tangente : y=x

La position dépend du signe de —x?/2

-x2/2<0 Donc la courbe est en dessous de la tangente.

o Equadiff du second ordre.

Résoudre I'’équation différentielle suivante :

y'=2y'+y=0

ay"+by +cy=0

Equation caractéristique :

ar? + br + ¢= 0 de discriminant A.

Equations Solutions sur un intervalle I
Equation diffé- . ol

9 . SiA>0, f(t)=Ae™! + ue! o ) et
rentielle

r» sont les racines de |'équation ca-
ractéristique.

SiA=0, f(t)=(At+pe" ol restla
racine double de I'équation caracté-
ristique.

SiA <0,

f(1) = [Acos(Bt) + usin(Bt)]e?’ on
rn=a+if et m = a—iff sont les
racines complexes conjuguées de
I'équation caractéristique.

° Dériver une fonction
Dériver la fonction :

flx) =xe™

14




Solutions :
° On résout I'équation caractéristique :
r2=2r+1=0

A= 0,il y a une racine,r = 1

Les solutions de I'équation différentielle sont donc :
y(t) = (At + B)et
o ff)=e*+x(—e ™) =e*—x(e™)=e*(1—x)

Vacances de Toussaint.

° Equadiff du second ordre.

Résoudre I'équation différentielle suivante : y'+4y'+3y=0

Equations Solutions sur un intervalle 1

qul(:ltlﬂn diffe- SiA>0, f(1)=Ae"! + pe™! ot r et

rentielle . s .
r2 sont les racines de I'équation ca-
ractéristique.

ay" +by +cy=0 SiA=0, f(t)=(At+u)e" ot restla

racine double de I'équation caracté-
ristique.

Equation caractéristique : SiA <0,

ar? + br + ¢ =0 de discriminant A. | f(#) = [Acos(Bt) + pusin(Bt)]e®! o
rp = a+if et r» = a—iff sont les
racines complexes conjuguées de
I'équation caractéristique.

° Equadiff du premier ordre.

Résoudre I'équation différentielle suivante : y'=3y—1
Cours : y’+ay=b<:>y=1{e-ax_|_§
Solutions :
. On résout I'équation caractéristique :
r2+4r+3=0
On trouve deux solutions —3 et -1 (A= 4). Les solutions de I'équation différentielle sont donc :
y(x) = Ae ¥ + Be™3*

. y'=3y—-1 (=>y’—3y=—1(:>y=1(e3x+§

15



Calculer une valeur moyenne d’'une fonction.
Rappel : la valeur moyenne d’une fonction est donnée par la formule :

1 b
Moyenne = mja f(x)dx

Calculer la valeur moyenne de la fonction f(x) = 3e™* sur I'intervalle [0 ;4].

Calculer le parametre de la loi exponentielle.
Soit X la variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de parametre 1. Rappels :

Pla<x<b)=e @ —e? PX<b)=P(0<X<b)=1-e?
Pla<X)=e@
Ondonne P(2 < X) = 0,6. Calculer .

Solutions :

1 1 —x14 3 3 3
—x X —4 -4 o
Moyenne = —4J;) 3e™*dx = 1 [—3e ]O = ——(e — 1) =———-e*%0,73

P(2<X)=06 Or P(a<X)=e 2 doncP2<X)=e2=06

e = 0,6 = 23 = In(0,6) & 3 = 22 = 2109 ¢ 76
° Utilisation de Invnormal ou fracnormal

Soit X une variable aléatoire qui suit une loi normale centrée réduite d’espérance u=0 et d’écart-type o=1.

Calculer k dans chacun des cas suivants :

PX<k)=04 PX>k)=06 P(-Uyps<X<Upps)=097
Solutions
PX<k)=04<k=-025
PX>k)=06=1-PX<k)=06<PX<k)=04

k =-0,25

1+0,97
2

P(—Ugo3 <X < Uggz) = 0,97 & P(X < Upp3) = = 0,985

16



U0,03 - 2,17

Utilisation de Invnormal ou fracnormal
Soit X une variable aléatoire qui suit une loi normale de parametre u = 85 et o = 6.

Calculer le nombre k tel que

e P(X<85+k)=09
e P(B5-k<X<85+k)=08

Calculer Ug g1

Calculer Uy o4

Solutions :

On utilise la calculatrice : InvNorm ou FracNorm

AL INSTRUMENTS TI_83 PI.US. ¥ —
J?_TL | Irverse Hormal
invHorm Ol D, 35 G =
. QL. 6535834 Area  :8.3

85+k=92,69 donc k=7,69

. P(B5—k<X<85+4+k)=08<P(X<85+k)—P(X<85—k)
Par symétrie de la courbe, on a:

P(B5—k<X<85+k)=08=P(X<85+k)—P(X>85+k)=0_8
S PX<85+k)—(1-P(X<85+k))=08

& 2P(X<85+k)—1=08

1408
=

S P(X<85+k) = 0,9

A I’aide de la calculatrice 85+k=92,69 donc k=7,69
. Up,01 correspond au calcul suivant :

P(—U(),Ol <X< U0,01) = 0,99 ou X suit une loi normale centrée réduite.

17



140,99
P(—Ugp1 £ X < Upp1) =099 & P(X < Ujpy) = — — =099%

U0,01 - 2,58

Equadiff du premier ordre.

o Résoudre I’équation différentielle suivante : 2y =4y — 6

Cours : y’+ay=b(=)y=Ke‘ax+§

Equadiff du second ordre

. Résoudre I’équation différentielle suivante : y'+y=0
Equations Solutions sur un intervalle I
Equation diffé- rot

SiA>0, f(t)=Ae" '+ ue™! o1 ry et

rentielle . ‘. .
r» sont les racines de I'équation ca-
ractéristique.
ay"+by' +cy=0 SiA=0, f(r)=(At+p)e" ot restla
racine double de I'équation caracté-
ristique.
Equation caractéristique : SiA<0,

ar® + br + ¢ = 0 de discriminant A. f() = [Acos(Bt) + usin(ft)]e*" on
rn=a+ip et rm» = a—if sont les
racines complexes conjuguées de
I'équation caractéristique.

. 2y’ =4y—6 =2y —dy=—6ey -2y =-3 o y=Ke? +3
Solutions :
. On résout I'équation caractéristique :

r2+1=0

A= —4 = 4{% il y a deux racines complexes conjuguées,

4
T'1=T=i et 7”2=—i
x=0 et =1

Les solutions de I’équation différentielle sont donc :

y(t) = (Acos(Bt) + Bsin(pt))e™t

y(t) = Acos(t) + Bsin(t)

18



Trouver un intervalle de fluctuation asymptotique.
Trouver I'intervalle asymptotique au seuil de 98% d’un échantillon de taille 300 pour un caractére de fréquence 20%.
Calculs a 0,01 preés.

10(=[p—U°( /%_p);p+ux /@] avecn =230 np=5 et n(l—-p)=5

Approximation d’'une loi binomiale par une loi normale.

Soit X la v.a qui suit la loi binomiale de parameétres B(50;0,25)

Soit Y la v.a qui suit une loi normale. Quels sont les parameétres de Y pour que X soit une approximation de Y. Les
critéres d’approximation sont-ils respectés ?

Faire quelques calculs pour vérifier.
Solutions :

On utilise la formule

1- 1-
Lsgo = [p — U, /pX(n p);p + U, ’pX(n p)]

Parametres de la formule :

p=0,2 n=300 et Uy,
Calcul de Uy o2
. Uy 02 correspond au calcul suivant :

P(—Uo,oz <X< Uo,oz) = 0,98 ou X suit une loi normale centrée réduite.

140,98
P(—U0,0Z < X < U0,0z) = 0,98 =4 P(X < UO,OZ) = T = 0,99

UO,OZ = 2,33

Lo = 0,2 — 2,33 0’2><0’8-02+233 02x08
300 7™ ’ 300 ’ 300

1300 = [0,14‘, 0,26]

Remarque : 0,14 est arrondi par défaut. 0,26 est arrondi par excés.

Soit X la v.a qui suit la loi binomiale de paramétres B(50; 0,25)

Les criteres pour faire une approximation par une loinormale:n>30 np=5 et n(l—-p)=5
n=50etp =025 np=125 n(l—-p) =375
Y suit une loi nomale de parameétres u = 12,5 et 6 = ./np(1 —p) = 3,06
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° Trouver un intervalle de fluctuation asymptotique.

Trouver 'intervalle asymptotique au seuil de 96% d’un échantillon de taille 400 pour un caractére de fréquence 15%.
solutions :

On utilise la formule

1- 1-
Isp0 = [p — U, /pX(n p);p +U, fPX(n P)]

Parametres de la formule: p = 0,15 n =400 et Uyps
Calcul de U0'04
. Up 04 correspond au calcul suivant :

P(—U0_04 <X< U0,04) = 0,96 ou X suit une loi normale centrée réduite.

14096

P(—Ugos <X < Ugos) = 0,96 & P(X < Upps) = —5 =098
U0'04 = 2,05
15505 [415X 085
) ’ 400 )
400 =
0,15 + 2,05 015 x 0,85
| ’ 400 |

I00 = [0,11;0,19]

Remarque : 0,11 est arrondi par défaut. 0,19 est arrondi par excés.

° Trouver un intervalle de fluctuation asymptotique.

Trouver 'intervalle asymptotique au seuil de 90% d’un échantillon de taille 250 pour un caractére de fréquence 20%.

° Calculer la taille d’'un échantillon
. Donner la taille de I’échantillon pour que la longueur de I'intervalle soit de 0,05.

Trouver un intervalle de confiance.

. Trouver I'estimation au seuil de 90% d’un caractére de probabilité p dans un échantillon de taille 250 oli on a
observé ce caractere avec f, = 0,20
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Solutions :

On utilise la formule

1- 1-
Ir50 = [p_ Ux ’@;P + Uy ’y]

Parametres de la formule :

p =10,20 n=250 et Uy,
Calcul de Uy 4
. Uy 1 correspond au calcul suivant :

P(—Uo_l <X< Uo,1) = 0,90 ou X suit une loi normale centrée réduite.

1+09

P(—Upy <X <Upy) =090 = P(X < Ujygy) =

_02 1,64 0‘2X0‘8_
) ) 250 )

0,2x%x0,8
250

= 0,95

U0'04 = 1,64‘

Ir50 =

0,2+ 1,64

1250 = [0,15, 0,25]
Remarque : 0,15 est arrondi par défaut. O,25 est arrondi par excés.

La longueur de l'intervalle est donné par la formule :

X (1= xX(1- x(1-
l=p+U, /p d-» _ p— U, /p 1-») _ 20, fp d-»)
n n n
f x (1- ,0,16
1< 0,05 & 20U, #<0,05=}3,28 ——< 0,05

3,28v0,16

Vn>—05

o \n > 2624

n > 26,242
On prend un échantillon de taille 689 personnes.
On utilise la formule :
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feX (A —fe) feX (A —fe)

1250=fe_Uo< n—1 ;fe+Uoc n—1
UO,l - 1,64’ n= 250
f. = 0,20
0,2 — 1,64 0.2x08
) ) 249 )
Iy50 = = [0,15;0,25]
0,2+ 1,64 0.2%08
| ’ 249

Equation différentielle du premier ordre.
Résoudre I'équation différentielle ( E).

y +2,5y=0,

ol y est une fonction inconnue de la variable réelle x, définie et dérivable sur l'in-
tervalle [0 ; +oo| et ) la fonction dérivée de y.

1. Résoudre sur [0; +oof I'équation différentielle (E) :

Yy +25y=0,

On fournit les formules suivantes :

Equation différentielle Solutions sur un intervalle I
Y +ay=0 y(x) = ke™ "

2. Déterminer la solution S de I'équation différentielle (E) qui vérifie la condition
initiale S(0) = 2.

Solutions :
S(x) = Ke™25*
SO=2Ke’=2K=2

S(x) = 2725
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Retour de stage

Calculer avec une loi normale.
Soit X la variable aléatoire qui suit une loi normale de moyenne u = 14,5 et d’écart type § = 2

Calculer P(125<X<165) P(X<145)  P(5<X) P(X<k)=08

Calculer une intégrale.

3
Calculer [ e**dx

Solutions :

P(12,5 < X < 16,5) = 0,68

P(X <14,5) =P(—-102 <X <145 =05
P(15<X)=P(15<X<10) =04

P(X<k)=08% k =16,18 (fracnormal ou Invnormal)

9

j3e3xdx= ﬁ 3=i_e_0=e _1%27007
. 310”3 3 3 '

Tester une primitive. Trouver un encadrement a la calculatrice.

Soit les fonctions définies par :

F(x)=e"‘(—2x—4)—%x et f(x)=e"‘(2x+2)—%

flo=e" ; f()=ae
(u+u}|—u + 1

(ku) = ku'

(u ]—uu+uu

1) Vérifier que F est une primitive de f.
2) Donner un encadrement a 0,001 presde f(x) =0

3) Calculer f03f(x)dx
Solutions :

1) F'(x)=—e*(-2x—4)+e*(-2)— % =e *(—(-2x—-4)—-2)—-05=e*2x+2)—-05=f(x)
2) 2,692 <x< 2,693. On entre la fonction f dans la calculatrice et on « joue » sur les parametres de la table de
valeurs.

3) J3 Fdx = [e*(-2x— ) = 3x] 3 = e3(=6 - 4) = 2= (e70(—4)) = —10e7 =24 4 = —10¢73 + 2
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Tester une solution particuliere d’'une équation différentielle.
1) Vérifier que g(t) = —4 est solution particuliére de I'équation différentielle (E) : y" —y

2) Résoudre I'équation homogene associée : y"' —y =0

3) En déduire les solutions de ( E)

ay"+by' +cy=0

Equation caractéristique :

ar? + br + ¢ =0 de discriminant A.

Equations Solutions sur un intervalle I
Equ%itlun dife- SiA>0, f()=Ae"!+ pe™! ot ry et
rentielle

r» sont les racines de I'équation ca-
ractéristique.

SiA=0, f(t)= (At+u)e"" ot restla
racine double de I'équation caracté-
ristique.

SiA <0,

f(f) = [Acos(ft) + usin(Bt)]e?’ on
rn=a+if et m = a—iff sont les
racines complexes conjuguées de
I'équation caractéristique.
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Solutions :
1) (E):y"—y=4 g(t)=—-4 donc ¢g'(t)=0 donc g'"(t)=0
On remplace dans (E),onay” —y = 0 + 4 = 4. La fonction g est donc une solution particuliére de ( E).

2) On cherche les solutions de I’équation homogéne associée : (Eo) y"' —y =0

. )l . R 4
On cherche les solutions de I’équation caractéristique ¥ —1=0. A=4.0nar; = %_ =1lounr,=-1

Les solutions de ( Eg) sontdonc f(t) = Aet + pe™t

3) Les solutions de ( E) sont donc h(t) = f(t) + g(t) = let + pe ™t — 4

Ajustement affine.
Le tableau suivant donne I'évolution des bénéfices d'une société.

Années (Le 1 corresponda2011) |1 |2 |3 4 |5 |6

Bénéfices en milliers d’euros 48 | 49 | 52,5 |55 | 56 | 61

On cherche a savoir s'il existe une corrélation entre les années et les bénéfices de la société. Donner le point moyen.

Trouver une équation de la droite d’ajustement affine des bénéfices par rapport aux années par la méthode des moindres
carrés. Donner le coefficient de corrélation. Qu’en pensez-vous ?

Evaluer le bénéfice pour I'année 2019. En quelle année est-il envisageable d’atteindre un bénéfice de 75 mille Euros ?

Solutions (python)
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def demo2() :
liste »x=[1,2,3,4,5,6]
liste y=[48,49,52.5,55,56,61]
Representation(liste x,liste )
AffichageElements(liste x,liste v)
x=9

print(f”La wvaleur pour {x} est {Evaly(liste x,liste y,x):.2f}")
demo2()

Titre du graphigque

2 85 & B3

W

Ecriture y=ax+b

a= 2.528571428571429

b= 44.733333333333334

coefficient de corrélation : @.9812403373688256
La valeur pour 9 est &7.49

o Construire un test d’hypothese bilatéral.

Un constructeur affirme que la probabilité qu’un de ses ordinateurs ait une panne tous les 5 ans suivant son achat est
égale a 0,15. Sur les 100 personnes interrogées, 26 ont eu une panne dans les cing ans suivant leur achat.

Que peut-on penser de I'affirmation du constructeur au seuil de 5% ? Construire un test bilatéral permettant de vérifier
I"affirmation du constructeur au seuil de 5%.
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Solutions :
Les étapes de la méthode générale :

Etape 1 : choix des hypothéses H, et H;. Détermination du type de test : test bilatéral ou test unilatéral.
On construit un test bilatéral. Hy: p=0,15 et H;: p#0,15
Etape 2 : choix de la distribution utile pour le test. On choisit sous I’hypothése Hy comme distribution la loi normale

0,15%x0,85

N(0,15; [+
100

) = N(0,15; 0,04)

Etape 3 : choix du seuil de signification a. Le nombre a est la probabilité de rejeter Hy alors que Hg est vraie. Il
correspond a l'erreur de premiere espece. a =0,05

Etape 4 :recherche de la région d’acceptation : [0 = [p — Ux /%_p): p+ Ux f@] I100 = [0,08;0,22]

Etape 5 : énoncé de la régle de décision :

Si la proportion f de I'échantillon est dans la région d’acceptation, alors I’"hypothése H, est acceptée au seuil 5% :
I’"hypothese Hy est refusée. Sinon I’hypothése H; est acceptée au seuil 5%

Etape 6 : étude du parameétre de I’échantillon. f = 26/100 = 0,26

Etape 7 : on applique la régle de décision. f & [0,08; 0,22]. L'hypothese H, est refusée avec un risque de 5%.

On refuse, avec un risque de 5%, I'affirmation du constructeur qui dit que la probabilité qu’un de ses ordinateurs ait une
panne tous les 5 ans suivant son achat est égale a 0,15.

o Construction d’'un test d’hypothese unilatéral.
On reprend I'exercice précédent mais en construisant un test unilatéral.

Un constructeur affirme que |la probabilité qu’un de ses ordinateurs ait une panne tous les 5
ans suivant son achat est égale a 0,15. Sur les 100 personnes interrogées, 26 ont eu une panne
dans les cing ans suivant leur achat.

Que peut-on penser de I'affirmation du constructeur au seuil de 5% ? Construire un test
unilatéral permettant de vérifier I'affirmation du constructeur au seuil de 5%.

Etape 1 : choix des hypothéses H, et H;. Détermination du type de test : test bilatéral ou test unilatéral.
On construit un test unilatéral. Hy: p=0,15 et H;: p>0,15

Etape 2 : choix de la distribution utile pour le test. On choisit sous I’hypothése H, comme distribution la loi normale

0,15%x0,85

N(0,15; [22>X%
100

) = N(0,15;0,04)

Etape 3 : choix du seuil de signification a. Le nombre a est la probabilité de rejeter Hy alors que Hy est vraie. Il
correspond a I'erreur de premiere espece. a =0,05

Etape 4 :recherche de la région d’acceptation :
On cherche la valeur a telle que P(X < a) = 0,95

Attention on rappel que X suit la loi normale N(0,15; 0,04). On utilise donc fracnorm ou Invnorm avec ces paramétres de
loi.

On trouve a=0,22

1100 = [0, 0,22]
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I1p0 = [0;0,22]
Etape 5 : énoncé de la regle de décision :

Si la proportion f de I'échantillon est dans la région d’acceptation, alors I’"hypothése H, est acceptée au seuil 5% :
I’hypothése Hq est refusée. Sinon I’hypothése H, est acceptée au seuil 5%

Etape 6 : étude du parameétre de I'échantillon. f = 26/100 = 0,26
Etape 7 : on applique la régle de décision. f & [0; 0,22]L"hypothése H, est refusée avec un risque de 5%.

On refuse , avec un risque de 5%, |'affirmation du constructeur qui dit que la probabilité qu’un de ses ordinateurs ait une
panne tous les 5 ans suivant son achat est égale a 0,15.

Construire un test bilatéral en utilisant une moyenne.

Une usine fabrique des engrenages dont le diamétre annoncé est égal a 23,65 mm. Un client commande un lot
d’engrenages, il veut vérifier cette affirmation et mesure les diametres de 100 engrenages. |l obtient pour cet échantillon
une moyenne X , = 23,644 mm et pour écart type 0,=0,018. Le client considere que I'écart type de I'échantillon est une
bonne appréciation de I'écart type du lot qu’il a regu. Peut-il admettre au risque de 5% I’affirmation de son fournisseur ?
Construire un test bilatéral permettant de vérifier I'affirmation du constructeur au seuil de 5%.

Etape 1 : choix des hypothéses H, et H;. Détermination du type de test : test bilatéral ou test unilatéral.
On construit un test bilatéral. Hy: X = 23,65 et H;:x # 23,65
Etape 2 : choix de la distribution utile pour le test. On choisit sous I’hypothése H, comme distribution la loi normale

0,018, _ _
N(23,65; 72=5) = N(23,65;0,0018)

Etape 3 : choix du seuil de signification a. Le nombre a est la probabilité de rejeter Hy alors que Hy est vraie. Il
correspond a I'erreur de premiere espece. a =0,05. U, = 1,96 (voir warm up partie 1)

Etape 4 :recherche de la région d’acceptation : [,5y = [JE — Uy %; X+ Ug %]

On prendo = 0, = 0,018

Lipo = [23,646; 23,654]
Etape 5 : énoncé de la régle de décision :

Si la moyenne de I'’échantillon X, est dans la région d’acceptation, alors I’hypothése Hy est acceptée au seuil 5% . Sinon
I’hypothése Hq est refusée. L’hypothése H; est acceptée au seuil 5%.

Etape 6 : étude du paramétre de I’échantillon. X, = 23,644
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Etape 7 : on applique la régle de décision. X, & [23,646; 23,654]. L'hypothese H, est refusée avec un risque de 5%.

On ne peut donc pas admettre I’"hypothése du fournisseur au seuil de 5%.

Algorithme de seuil.

Une balle part d’'une hauteur de 2,5 m et perd 15% de sa hauteur a chaque rebond. On cherche le nombre de rebonds
pour gu’elle perde la moitié de sa hauteur. Pour résoudre le probléme, on considére I'algorithme suivant :

Lire h
0-n Ce probleme peut se résoudre avec I'inéquation :
Tantque h > 1,25
n+1-on 2,5%0,85™ < 1,25
0,85h - h
Fin tant que
Affichern Résoudre cette inéquation.

Remplir le tableau d’exécution suivant :

Initialisation
n 0
h 2,5
Solutions :
Initialisation
n 0 1 2 3 4 5
h 2,5 2,125 1,81 1,54 1,31 1,11

L’algorithme affiche 5

1
2,5 085n<125@085”<—1'25@085”<1® In (0,85) <1 L =N >—1n(7) > 4,26
* — —
o T T T 25 ) nin (0, )—“(2) " =1n(0,85) =

)

Equation différentielle du second ordre.
Résoudre I'équation différentielle suivante :

y'+y +2y=0

Algorithme.
05-x
Pour h allant de 1 3 10 faire :
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Six? > +/x alors af ficher "la fonction carrée est au dessus de la fonction racine carrée"
Sinon af ficher "la fonction carrée est au dessous de la fonction racine carrée”

Fin du si
0,5+ h/10
Fin du pour

- X

Remplir le tableau d’exécution :

h 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Affichage
X 0,5 0,6
x? 0,25
Vx 0,71
Equations Solutions sur un intervalle I
Eque.ltmn diffe- SiA>0, f(t)=Ae" " + pe™! ol ry et
rentielle . ' .
r2 sont les racines de I'équation ca-
ractéristique.
ay"+by +cy=0 SiA=0, f(1)=(At+p)e’ " ourestla
racine double de I'équation caracté-
ristique.
Equation caractéristique : SiA <0,
ar® + br + c= 0 de discriminant A. | f(f) = [Acos(Bt) + usin(Bt)]e®! on
rn =a+iff et m = a—iff sont les
racines complexes conjuguées de
I'équation caractéristique.
Solutions :
. On résout I'équation caractéristique :
r’+r+2=0
On trouve deux solutions complexes conjuguées _71 + i? et _71 - i? 2 (A= —=7). Les solutions de I’équation
différentielle sont donc :
_x V7 V7
y(x) =e 2(Acos <7x> + B sin <7x>)
h 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Affichage Au Au Au Au Au Au Au Au Au Au
dessous | dessous | dessous | dessous | dessous | dessus | dessus | dessus | dessus | dessus
x 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5
x? 0,25 0,36 0,49 0,64 0,81 1 1,21 1,44 1,69 1,96 2,25
Vx 0,71 0,77 0,84 0,89 0,95 1 1,05 1,1 1,1 1,4 1,23
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Valeur moyenne d’une fonction.
Rappel : la valeur moyenne d’une fonction est donnée par la formule :

1 b
Moyenne = E-L fx)dx

Calculer la valeur moyenne de la fonction f(x) = e™ sur l'intervalle [1 ;4].

Equation différentielle du second ordre.
Résoudre I'équation différentielle suivante :

y'+2y"+y=0

Solutions :
Moyenne = Lfbf(x)dx -1 4e"‘dx = 1[—e_"]4 = —6—_4 + e—_l
b—al, 4-1); 3 1 3 3
. On résout I'équation caractéristique :
r2+2r+1=0
On trouve une solution r = —1 (A= 0). Les solutions de I'’équation différentielle sont donc :

y(x) = (Ax + B)e ™
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