Produit scalaire

Exercice 1

On considére le plan muni d’un repére (O i1 J ) orthonormé.

[

1. On rappelle la formule de la distance entre deux points:
p) p)
PQ=1/(rq ~wr)" + (vo ~ yr)

On considére les trois points du plan A, B et C' de co-
ordonnées :

A(=3:2) 5 B(-2:-2) ; C(2;-1)

a.) Déterminer les distances AB, AC et BC.
b.) Etablir que le triangle ABC' est un triangle rectangle.

_)
2. Soit w (z;y) un vecteur, on définit la norme du vecteur

u comme le nombre H u H défini par:
_>
)= v
On considére les deux points E et F' de coordonnées :
E(-1;2) ; G#;3)
%
et les deux vecteurs u et v de coordonnées:
— —
u(4;-1) ; wv(1;2)
, - =
a.) Déterminer les normes des vecteurs u et v.

b.) Déterminer les coordonnées des points F' et H vérifi-
ant les deux égalités vectorielles:
—y = —y

FF=u ; HG=wv

- =
c.) Exprimer le vecteur u 4 v al’aide des points E, F' et
G?

d.) Le triangle EFG est-il rectangle?

Correction 1

1. (a.) On a les distances suivantes:
o AB=1/(x5—2a)"+ (5 —ya)
= V[-2- (3" + (-2-2)’
= /(-24+3)"+ (—4)" = V12116 = V17
o AC=+/(zc —2a)" + (yo —ya)’
=V [2-(=3)]"+(—1-2) =/ (2+3)°+(-3)°
= /521 9=1/25+9=/34

® BC = \/(Ic - 9613)2 + (yo — yB)2
= V-2 + 1= (-2)]
V42 + (-1+2)7 =2+ 12
= V16 +1=/17
b.) Le triangle ABC est isocéle en B car:
AB = BC = /17
On remarque les valeurs:
o AB2+BC? = (V17)" + (V17)* = 17+ 17 = 34
o AC? = (y/34)* =34
On en déduit I’égalité: AB?4+BC?=AC?
Si un triangle vérifie I’égalité de Pythagore alors ce

triangle est rectangle.
On en déduit que le triangle ABC' est rectangle en B.

2

En conclusion, le triangle ABC est un triangle isocéle
en B.

2. (a.) On a les normes de vecteurs:
o |[u] =2+ (—12=16+1=1/17
o |v]|=vVIE+2Z=+Itd=1/5

— =
b.) ® L’égalité vectorielle EF=u se traduit par
I’égalité des coordonnées:
(@p —zp;yr —yp) = (4; — 1)
(@p = (=1);yr —2) = (45 = 1)
(xrp+1lyr—2)=(4; - 1)
On en déduit les deux égalités:

zp+1=4 yp —2=—1
LL’F:4—1 yF:_1_|_2

Le point F' a pour coordonnées: F'(3;1)
. . H % . .
® [’égalité vectorielle HG= v se traduit par 1'égalité
des coordonnées :
(ra¢ —rm;iye —yu) = (1;2)
@d—zg;3—yu)=(1;2)
On en déduit les deux égalités:

47$H:1 3fyH:2

—ap=1-4 —yy=2-3

—.’EH:—3 —yH:—l
Ty =3 ya =1

Le point H a pour coordonnées: H(3;1)
On remarque que les points H et F' sont confondus.

c.) On a les égalités vectorielles suivantes:

- = = = = —  —
u+v=FF+HG=FF+FG=EG
- —
d.) Le vecteur v+ v a pour coordonnées:

- —
u+v (44+1;-142)=(5;1)

On en déduit la mesure du segment [EG]:
EG=|u+0v|=vV2+12=25+1=/2
On a les valeurs suivantes:
® EG?=(/26)" =26
o Brt 4 rGt = [+ 7] = (VD) + (VB)’
=17+5=22
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On remarque: FEG?#EF*+FG?

Si un triangle ne vérifie pas 1’égalité de Pythagore
alors ce triangle n’est pas rectangle.

Le triangle EF'G n’est pas un triangle rectangle.
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Exercice 2

_)
Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O A ), on

. — —
considére les deux vecteurs u (z;y) et v (x5 9).

- =
® Le produit scalaire des vecteurs u et v est un nombre
— — .
noté wu -v défini par:
— — 0 i
u-v =22 +yy

- =
® Les vecteurs u et v sont orthogonaux si, et seulement
si, leur produit scalaire est nul.

Dans le plan muni d’un repére (O I J ) orthonormé, on con-
sidére les quatre points suivants:

A(-3;2) ; B(-2;-2) ; C(2;-1) ; D(1;3)
— —
1. Déterminer la valeur de AB - AD

2. Démontrer que le quadrilatére ABCD est un rectangle.

Correction 2

On a les coordonnées suivantes des vecteurs:
—

® AB(xp—wa;yp—ya)=(1;—4)
—

® AD(zp—wa;yp—ya)=(4;1)

Ainsi, on a la valeur du produit scalaire suivant :

AB-AD =z - x53 + Y53 Yap

= 1x4+4+ (-4)x1=0

—

Calculons les coordonnées du vecteur DC':

—

DC(zc —p;yc —yp) = (1;-4)

L — =
On remarque ainsi que les vecteurs AB et DC' ont méme
coordonnées: ces deux vecteurs sont égaux; on en dé-
duit que le quadrilatére ABCd est un parallélogramme.
. —y =

Or, d’aprés la question 1., les vecteurs AB et AD sont
orthogonaux: 'angle BAD est droit.

Ainsi, ABCD est un parallélogramme et il posséde un
angle droit: ABCD est un rectangle.

Exercice 3*

On considére le plan muni d’un repére orthonormé (O ;1;J)
et les trois points suivants ainsi que leurs coordonnées dans
ce repére:

A(352) 5 B(5;-1) ;5 C(=233)
—_— =
1. Donner les coordonnées des vecteurs AB, AC et BC.
2. Donner les valeurs des produits scalaires suivants:
— — — — — —
AB-AC ; AB-BC ; BC-AC
3. Calculer les distances AB, AC et BC.

4. Déterminer la mesure des 3 angles ABC.

Correction 3

1. On a les coordonnées suivantes de vecteurs:

H
¢ AB(xp —xA;yB —Ya)
=(5-3;-1-2)=(2; -3
H
o AC(—2-3:3-2) = (=5:1)
H
® BC(-2-5;3—(-1)) =(-7;4)

Voici les calculs des produits scalaires demandés:

— —
® AB-AC =2x(-5)+ (-3)x1=-10—-3=-13

— =
® AB-BC =2x(-T) + (-3)x4 = —14 + (~12) = —26

— —
® BC-AC = (=T)x(=5) + 4x1 =35+ 4 = 39

Le calcul de distance permette d’effectuer les calculs
suivants:

® AB=/(zp—xa)?+ (yB —ya)?

En utilisant "autre formule donnant le produit scalaire,
on obtient:
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|

-AC = ABxACXx cosB//E'

- 13 = \/ﬁx\/%x cos BAC

—13
V13x1/26

BAC = cos™! (\/T;fi/%)

sl

COS.§1RV =

o —

BAC ~ 135°
_> —> —
® BA.-BC = ABxBCxcos ABC

26 = 1/13%x+4/65% cosA/B%
26

V/13x1/65

ITB\C =cos! (L)

V/13x1/65

COSAA/B\C' =

ABC ~ 26,6°

— —
® B(C- AC:BC’XAC’xcosBC’A

39 = \/(%x \/%x cos BOA

cos BOA = 59

V65 1/26

BCOA = cos™! (L)

V65 1/26

ABC ~ 18,4°

Exercice 4
On counsidére le plan muni d’un repére orthonormeé (O;1;J):

1. Soit A, B, C trois points du plan de coordonnées respec-
tive (—=2;3), (1;—4) et (0;-2)

. — —  — —
a.) Déterminer les valeurs de BA-BC, ||BA|| et ||BC]|.

b.) En déduire la mesure de ’angle géométrique ABC au
centiéme prés de degrés.

¢.) A l'aide d’un dessin & main levé, donner une mesure

=
de I'angle orienté (BA ; BC’).

— —
2. Déterminer une mesure de I’angle orienté <DE s DF ) ol
D(3;5), E(—1;0), F'(2;4) au centiéme de degré preés.

Correction 4

—
1. (a.) Déterminons les coordonnées des deux vecteurs BA

—
et BC
—

® BA(xa—xp:ya—yp) = (-2—-1;3—(—4))
= (=3;7)

¢ BC(zc—xp;yc—yp) = 0—1; —2—(—4))
= (-1;2)

On a ainsi les valeurs suivantes:

— =
BA-BC = (=3)x(-1)+7x2=17

. ||E4||=\/— 24T = /5
o |BC| = /(-1 42 = 3

b.) Le produit scalaire est donnée également a 1’aide de
la formule suivante:

_) _> —
BA-BC = BAxBCx cos ABC
17 = \/@X\/gx COS@

Les fonctions trigonométriques inverses permettent
d’obtenir la valeur de 'angle géométrique:

17
ABC = cos— (7) ~ 3,37°
V58x%+/5 ’

c.) A Taide d’un dessin & la main, on se rend compte

que l'angle (BA ; BC) est orienté positivement; on a
— —
alors: (BA;BC) = 3,37
2. Le calcul des coordonnées des vecteurs donnent :
— —
DE(-4;-5) ; DF(-1;-1)
_—
Ainsi, le produit scalaire DE - DF' a pour valeur:
— —
DE-DF = (—4)x(=1)+ (=5)x(-1) =9
La calcul des normes de vecteurs donne:
—
¢ |DE| = /(—4)*+ (-5)* = V41
—
® [|IDF||=/(-1)>+ (-1)2 = /2

Le produit scalaire de deux vecteurs est également déter-
miné par la formule suivante:

_> _> —
DE -DF = DExDFxcos EDF

9= \/Zﬁxﬁx cos EDF

o —

9
cos EDF = ——
VA1x+/2
Les fonctions trigonométriques inverses permettent
d’écrire:
9

VA1x\/2

au centiéme de degré prés.

EDF = cos™! ( ) ~ 6,34°

Un dessin a la main permet de montrer que ’angle
(DE s DF > est orienté positivement. Ainsi, on a:

— —
. 17 (DE;DF) = 6,340
COS = —F
V58x/5
Exercice 5 1., On considére les trois points:

On considére le plan muni d’un repeére (O; I; J).

A(=5;1) 3 B(-3;-5) ; C(-2;2).
Montrer que le triangle ABC' est rectangle en A.
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2. On considére les trois points:

26
D(-3;-2) ; E(1;1) ; F(Q;—?).
Montrer que le triangle DEF est rectangle. On précisera

le sommet de I’angle droit.

Correction 5

1.

On a les coordonnées des vecteurs:
—
® AB(xp—ra;ys—ya) = (=3—(=5); —5-1)
= (=345;-6) = (2;-6)
—
¢ AC(xc—za;yc—ya) = (—2—(-5);2-1)
= (—245;1) = (3;1)
On a le produit scalaire:

—
AB-AC =2x3+(—6)x1=6—-6=0

. —
On en déduit que les vecteurs AB et AC sont orthogo-

naux: les droites (AB) et (AC) sont perpendiculaires.
Le triangle ABC est rectangle en A.

On a les coordonnées des vecteurs:
—
® ED(xp—xp;yp—yr) = (—3—-1;-2-1)
= (=4;-3)

. Fﬁ(—3—2;—2_(_@)> _ <_5;_§+%>

3 3 3
20>
= —5'—
( "3

On a le produit scalaire:
— — 20
ED-FD = —4x(-5)+ (—3)><? =20-20=0

, — =

On en déduit que les vecteurs ED et F'D sont orthogo-
naux: les droites (ED) et (DF') sont perpendiculaires.
Le triangle EDF est rectangle en D.
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