Préparation au concours général, séance du 21 février 2024

Exercice 1 : un peu d’intégration
On s’intéresse dans cet exercice a une suite de nombres rationnels qui converge vers e2.
On définit, pour tout entier naturel n > 1, l'intégrale :
21
I, = f T (2 —x)e* dx

0

—_

. (;alculer L.
2. Etablir que pour tout entier naturel n >1:

0<I, <2 (1)

n!
3. ATaide d"une intégration par parties, montrer que pour tout entier naturel n > 1 :
2n+1
Limn=1,- CES)
4. Démontrer par récurrence que :
21 2 2 2" I
e = +ﬂ+ﬂ+...+m+”

n

5. On pose, pour tout entier naturel n > 1, u, = —
n!

a. Calculer % et prouver que pour tout entier naturel n > 3,

n

1
un+1£§un

1o . 1y-3
b. En déduire que pour tout entier naturel n >3, 0 <u, <u; [Ej

En déduire la limite de la suite (u,) puis celle de la suite (I,)
Justifier enfin que :

N

n— +owo n!

2 n
e?= lim (1 +%+%+...+2—j

Solution :
2
1. II:L %(Z—x)le"dx=f02 (2 — x)e* dx

Soit u(x) =2 —-xetv'(x)=e"

Donc u’(x) =1 et v(x) = ¢&*

Les fonctions u, v sont dérivables sur [0 ; 2] et u’, v’" sont continues sur [0 ; 2], donc par intégration par
parties : I; = [(2 — x)e ]} — foz e dx =[(2 —x)e* + e 3= — 3.

2. Sur[0;2],0<2—x SZ,dOTZCOS%(Z—x)”e"S%E" (care*>0etn!>0)

n

Les fonctions x —— %{2 —x)efet x — % e* sont continues sur [0 ; 2].

2 2 In
DonchZde SL %(Z—x)”e"dxsfo%e"dx
. fZde=0
0

2 1 n X
. Lm(Z—x) e dx =1,

2 Jn n 2 n
. ['Z eodv=|Se| =2 -1
n! 0 n:

nl
o 1!

Donc0 <1, S% (e?-1)
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2 1
3. In+1 = L m (2 —X) 1€ dx
’ 1 n+ 4 X
Soztu(x)zm(Z—x) Tetv'(x)=e

Donc u'(x) = — % (2 —x)"etv(x)=¢"

Les fonctions u et v sont dérivables, les fonctions u” et v’ sont continues sur [0 ; 2]. Donc par intégration
par parties :

I _ 1 (2 )n+1 § ? L(Z )n xd
n+1—[(n+1), X :|0_L _7’1.’ —X)'e ax

2n+1 2
=0——+L W(Z—x)”e"dx

(n+1)!
2n+1
__(n+1)!+1"
4. Pourn >1,onpose Pn):e?=1+ — 22 +£+I
P 71727+ TR

i. P(1) est vraie car I; = ¢* — 3
Donc é? —3+11_1+12 +1;

ii. Supposons que P(n) est vraie pour un certain n

In+1:_ (n+1),+1n
2 n
Or par hypothese de récurrence, I, = € —[ li+%+...+%j
2n+1 2 22 on
bone Ly ==y (1 7127t +m]
=ez—1+i+2—2+ +2n—+1
17271 7 (n+1)!

2 22 211+1
Donce?=1+17+57+... t o T e

Donc P(n + 1) est vraie.
D’apres le théoréme de récurrence, P(n) est vraie pour tout n de IN*

2 n
Donc e* =1 +12 22,+... +%+Inpourn21.
2n+1
l/ln+1 _ (Tl+1).’ _ 2 I/ln+1 l l
5. a. Pour tout n >3, W, "2 i+l donc _<2. Or u, > 0donc U, _<2 U,
n!

n-3
b. Pourn >3, on pose P(n) : 0 < u, <u; Gj

0
i/ P(3) est vraie car uz = 0 et u; < u; Gj
it/ Supposons P(n) vraie pour un certain n > 3

1
Uper < 5 Uy

n-3
Oru, <u; (lj

1 1 n-3 1 (n+1)-3
Donc u,; < 5 Us (5) = U3 (fj

1 n+1)-3
Oru,y =0,donc 0 <ty <uz (gj

N

Donc P(n + 1) est vraie.
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De i/, ii/ et le théoreme de récurrence, il vient que P(n) est vraie pour tout n = 3.

n-3
Soit 0 < u, <us Gj pour n = 3.

n-3
6. 0 <u, <u; Gj pourn =3

n-3
et lim us Gj = 0 (suite géométrique de raison % el-1;1[)

Donc par le théoreme des d’encadrement (dit aussi « des gendarmes »), lim u, =0
n —+oo

OrOSIns%(ez—l)zun(ez—l)

lim u,(e*—1) =0 donc par le méme théoreme, lim I,=0

n—>+o n —+oo

2 n
7 32:1+%+%+ .+2—!+1n
2 n
Donc1+%+2—,+ +2_’:ez I,
Or Jim L=0
. 22 on
Doncnlinzwl A AREE +T:ez‘

Exercice 2 : des séries trés classiques...
Le but de cet exercice est d’étudier la convergence de deux séries (c’est-a-dire des suites définies

—_1)k-1
par des sommes). On note pourn > 1,5, = Y;_, ¢ 1’)( , dite somme partielle de la série

harmonique alternée.

Partie 1: Utilisation d’une intégrale

1
1. Calculer pour tout entier naturel p non nul, I’intégrale / tPdt.
0

1 1
1 —t)"

2. En utilisant la question précédente, démontrer que S,, = / —dt — / (=) dt.
o 1+t o 1+t

3. En déduire que |S,, — In(2)| < n+-1

4. Conclure quand a la nature de la série harmonique alternée et précisez sa limite.

Partie 2: Utilisation de la série harmonique

1. On note, pour tout entier naturel n non nul, H, = Zzzl %
Montrer que pour tout entier naturel n non nul, nous avons I’encadrement:

In(n+1) < Hy, < In(n) + 1.

2. On définit, pour tout entier naturel n non nul, la série (T},),en+ par T,, = H, — In(n).

(a) Etudier le sens de variation de la suite (T7,)nen+-

(b) En déduire que la suite (7, )nen- est convergente. On note v sa limite.

Remarque : cette limite notée y est appelée constante gamma d’Euler.
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Solution :
Partie 1: Utilisation d’une intégrale

P! 1: 1
p+1 |, p+1°

1. Nous avons fol tPdt = [

k=1 k k=0 k+1

intervertir les symboles somme finie et intégrale, d’ou:

1 n—1 1n—1
S, = — ’“’“d:/ —t)*dt.
]g kz:%( 1)ktkdt : kz:%( t)kdt

On reconnait alors la somme des premiers termes d’une série géométrique, de premier terme

n (_1)k—1 n—1 (_1)k: n—1 1
2. Nous avons S, = Z = Z — = Z(—l)k/ tkdt. Nous pouvons (toujours)
k=0 0

1 et de raison —t. Aussi, nous en déduisons que Zzo_ ! —t)’C = 1_1(4__:)”. Il s’ensuit donc que
—rta L(=t)"
Sn = Jo iadt = Jo e dt.

3. Nous avons déja que fol zdt = [In(1 +t)](1) = In(2). De la précédente égalité, nous en
déduisons alors que:

1 1 1
(_t)n " n 1
— = < —dt < = .
S = In(2)] UO 1+tdt —/0 1+tdt—/0 t"dt n+1

4. Comme lim, 4o nLH = 0, il en résulte, par le théoreme de comparaison des suites ayant
méme limite, que lim,, 4 |Sn — In(2)] = 0 ce qui démontre que la suite (S,)nen+ est
convergente et a pour limite In(2).

Partie 2: Utilisation de la série harmonique

1

1. Nous avons Vk € N*, Vt € [k,k + 1], par décroissance de la fonction ¢t +— 3

*
sur R+.

1 1 1

Erl < n < e En intégrant cette équation pour tout t € [k, k + 1], nous en déduisons
k+1 4 k+1 k+1

/k Pl 1dt < /k ;dt < /k Edt ce qui implique donc que Vk € N*, ﬁ < In(k +

1) —In(k) < £. En sommant ces inégalités pour k variant de 1 & n, nous en déduisons que:

Y=< (nk+1)-In(k) <> 1.

k=1 k+1 k=1 k=1 k

Il s’ensuit que: H,4+1 — 1 <In(n+ 1) < H,, soit encore (cette relation étant vraie pour tout
n): In(n+ 1) < H, <lIn(n) + 1.

1 1 1 1
2. (a) Tn+1_Tn = Hn_,_l—ln(n-i-l)—Hn-}-ln(n) = n—+1—1n n: ) = ntl —In{1+ ;)

Pour étudier le signe de cette quantité, introduisons la fonction h : R’ — R définie par

h(z) = %_H —In (”mil) La fonction f est dérivable sur R’} comme composée et somme de
fonctions dérivables sur R?.. Il s’ensuit alors que h'(z) = (z;})z + :r(:tl+1) = _f(:_('_zl‘;zl ) =

m. Aussi, la fonction h’ est-elle strictement positive sur R*, et donc la fonction
h est strictement croissante sur R} . Comme lim, o h(z) = 1 —In(2) > 0. Il s’ensuit
donc que la fonction h est strictement positive sur R?, et donc T}, — T}, > 0. La suite

(T)nen+ est donc strictement croissante.

(b) Aussi, la suite (7,,)nen+ est strictement croissante, et est majorée par 1 (cf. question
précédente), d’oui cette suite est convergente. Sa limite, vy, vérifie 0 <y < 1.
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Exercice 3 : un exemple de suite implicite

Une suite implicite est une suite (u,) de réels dont on a prouvé l'existence, mais dont on ne connait pas la
valeur. On dit qu'ils sont définis implicitement. Ces réels sont souvent tous les solutions d’une équation du
type f(x) = constante, que 'on ne sait pas résoudre, mais dont on prouve l’existence d'une solution par
le théoreme de la bijection.

Méthode d’étude des suites implicites :

e Pour prouver l'existence des termes d’une suite implicite, il faut souvent utiliser le théoreme de la
bijection.

o Pour étudier la suite, il faut utiliser I"équation qu’elle vérifie. En effet, on ne connait pas
explicitement les termes de la suite, mais on connait en revanche la suite de leurs images par la
fonction f. Ainsi, on peut comparer les images pour trouver des propriétés sur la suite.

Soit n un entier naturel non nul.
Soit f, la fonction définie sur Ry par : f,(z) =1—z —z™.

1. Montrer que I’équation f,(z) =0 d’inconnue z admet une seule solution, notée u,.
2. (a) Vérifier que u,, appartient a |0, 1].

(b) En déduire le signe de f,+1(u,) puis établir que la suite (u,) est croissante.

(c

) Conclure que la suite (u,) converge et que sa limite appartient a [0, 1].
(d) Montrer par I’absurde que la limite de la suite (u,) vaut 1.

Solution :
1. On applique le théoreme de la bijection :

e Pour tout n € N, la fonction f,, est polynomiale, donc continue.
o fn est également dérivable sur R, (car polynomiale), et on a pour tout z € Ry :

fi(z)=-1—nz""! <0.

Donc f,, est strictement décroissante sur R .
e Ona f,(0)=1et wll)l}_loo fn(z) = —00.

D’aprés le théoreme de la bijection, f, réalise donc une bijection de Ry sur | — co,1]. Puisque
0 €] — 00, 1], ’équation f,(x) = 0 admet donc une unique solution sur R;. On la note dans la suite
Un.

2. (a) Ona fr(0) =1, fn(un) =0et fr(l) = —1. Comme de plus f, est strictement décroissante, on
en déduit que u,, appartient a ’intervalle ]0, 1].

(b)

Puisque f,,+1 est strictement décroissante et que

fn+1(un) >0= fn+1(un+l)>

on en déduit que u, < u,41. Ceci étant vrai pour tout n € N, on en déduit que la suite (u,)
est croissante.
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(c) La suite (uy) est croissante et majorée (car u, €]0,1[ pour tout n € N). Par le théoréme
de la limite monotone, on peut donc conclure que la suite (u,) converge vers une limite £ finie.
De plus on a :

VneN, 0<u,<l.

Par passage a la limite dans une inégalité, on obtient donc que 0 < ¢/ < 1.
(d)
Par ’absurde, supposons que 0 < ¢ < 1. Pour tout n € N, on a :

fn(un) =0 soit 1 —u, —ul =0.
(up,) étant croissante et convergente vers ¢, on a pour tout n € N :

0<u,<¥{¢ dou 0<Lu, </l

Or par hypothese 0 < ¢ < 1, donc on a lirf " = 0. Par le théoreme des gendarmes, on en
n—-—+oo

déduit que 11141_1 u; = 0. Ainsi tous les termes de 1’égalité 1 — u,, — u;y = 0 convergent. Par le
n—-—+oo

théoréme de passage a la limite dans les (in)égalités, on en déduit que :
1—-/—-0=0 soit encore £ = 1.

D’ol une contradiction puisque £ < 1 par hypothése. On peut donc conclure que £ = 1.
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