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Préparation au concours général, séance du 21 février 2024 
 
Exercice 1 : un peu d’intégration 
On s’intéresse dans cet exercice à une suite de nombres rationnels qui converge vers e². 
On définit, pour tout entier naturel n ³ 1, l’intégrale : 

In = 
õô
ó

0 

2 
  1
n ! (2 – x)nex dx 

1. Calculer I1. 
2. Établir que pour tout entier naturel n ³ 1 : 

0 £ In £ 2
n

n ! (e
2 – 1) 

3. A l’aide d’une intégration par parties, montrer que pour tout entier naturel n ³ 1 : 
In+1 = In – 2n+1

 (n + 1)! 
4. Démontrer par récurrence que : 

e2 = 1 + 2
1 ! + 2²2 ! + … + 2

n

n ! + In 

5. On pose, pour tout entier naturel n ³ 1, un = 2
n

n ! 

 a. Calculer un+1
un

 et prouver que pour tout entier naturel n ³ 3,  

un + 1 £ 12 un 

 b. En déduire que pour tout entier naturel n ³ 3, 0 £ un £ u3 èç
æ
ø÷
ö1

2
n – 3

 
6. En déduire la limite de la suite (un) puis celle de la suite (In) 
7. Justifier enfin que : 

e2 = lim
n ® +¥

  
èç
æ

ø÷
ö1 + 2

1 ! + 2²2 ! + … + 2
n

n !  

 
Solution : 
1. I1 = 

õô
ó

0 

2 
  1
1 ! (2 – x)1ex dx = õó0 

2  (2 – x)ex dx 

 Soit u(x) = 2 – x et v’(x) = ex 
 Donc u’(x) = –1 et v(x) = ex 

Les fonctions u, v sont dérivables sur [0 ; 2] et u’, v’ sont continues sur [0 ; 2], donc par intégration par 
parties : I1 = [(2 – x)ex]2

0 – õó0 
2  -ex dx = [(2 – x)ex + ex]2

0 = e2 – 3. 
 
2. Sur [0 ; 2], 0 ≤ 2 – x ≤	2, donc 0 ≤ 1

n !(2 – x)n ex ≤ 2n

n ! e
x (car ex > 0 et n ! > 0) 

 Les fonctions x ½¾¾® 1
n !(2 – x)n ex et x ½¾¾® 2n

n ! e
x sont continues sur [0 ; 2]. 

 Donc õó0 
2 0 dx ≤

õô
ó

0 

2 1
n !(2 – x)n ex dx ≤ 

õô
ó

0 

2 2n

n ! e
x dx 

• õó0 
2 0 dx = 0 

• õ
ó

0 

2 1
n !(2 – x)n ex dx = In 

• õ
ó

0 

2 2n
n ! e

x dx = !2
𝑛

𝑛!
𝑒𝑥"

0

2
 = 2n

n ! (e
2 – 1) 

 Donc 0 ≤ In ≤
2n

n ! (e
2 – 1) 
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3. In+1 = 
õô
ó

0 

2 
  1
(n + 1)! (2 – x)n+1ex dx 

 Soit u(x) = 1
(n + 1)! (2 – x)n+1 et v’(x) = ex 

 Donc u’(x) = – 1
n ! (2 – x)n et v(x) = ex 

 Les fonctions u et v sont dérivables, les fonctions u’ et v’ sont continues sur [0 ; 2]. Donc par intégration      
par parties : 
 In+1  = 

ëê
é

ûú
ù1

(n + 1)! (2 – x)n+1 ex
2

0
 –  

õô
ó

0 

2 
 – 1

n ! (2 – x)nex dx 

  = 0 – 2n+1

 (n + 1)! + 
õô
ó

0 

2 
  1
n ! (2 – x)nex dx 

  = – 2n+1

 (n + 1)! + In 

4. Pour n ³ 1, on pose P(n) : e2 = 1 + 2
1 ! + 2²

2 ! + … + 2n

n ! + In 
 i. P(1) est vraie car I1 = e2 – 3 
  Donc e2 = 3 + I1 = 1 + 2

1 ! + I1 
 ii. Supposons que P(n) est vraie pour un certain n 
  In+1 = – 2n+1

 (n + 1)! + In 

  Or par hypothèse de récurrence, In = e2 –  
èç
æ

ø÷
ö1 + 2

1 ! + 2²
2 ! + … + 2n

n !  

  Donc In+1  = – 2n+1

 (n + 1)! + e2 –  
èç
æ

ø÷
ö1 + 2

1 ! + 2²
2 ! + … + 2n

n !  

   = e2 – 
èç
æ

ø÷
ö1 + 2

1 ! + 2²
2 ! + … + 2n+1

(n + 1)!   

  Donc e2 = 1 + 2
1 ! + 2²

2 ! + … + 2n+1

(n + 1)! + In+1 
  Donc P(n + 1) est vraie.  
D’après le théorème de récurrence, P(n) est vraie pour tout n de IN* 

Donc  e2 = 1 + 2
1 ! + 2²

2 ! + … + 2n

n ! + In pour n ³ 1. 

5. a. Pour tout n ³ 3, un+1
un

 = 

2n+1

 (n+1)!
2n

n!
 = 2

n + 1  donc un+1
un

 £ 12. Or un > 0 donc un+1 £ 12 un 

 b. Pour n ³ 3, on pose P(n) : 0 ≤ un ≤	u3 èç
æ
ø÷
ö1

2
n – 3

 

  i/ P(3) est vraie car u3 ≥ 0 et u3 ≤	u3 èç
æ
ø÷
ö1

2
0
 

  ii/ Supposons P(n) vraie pour un certain n ≥ 3 
   un+1 ≤ 12 un 

   Or un £ u3 èç
æ
ø÷
ö1

2
n – 3

 

   Donc un+1 ≤	
1
2 u3 èç

æ
ø÷
ö1

2
n – 3

 = u3 èç
æ
ø÷
ö1

2
(n + 1) – 3

 

   Or un+1 ≥ 0, donc  0 ≤	un+1 ≤ u3 èç
æ
ø÷
ö1

2
(n + 1) – 3

 
   Donc P(n + 1) est vraie. 
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  De i/, ii/ et le théorème de récurrence, il vient que P(n) est vraie pour tout n ≥	 3. 
  Soit 0 ≤ un ≤u3 èç

æ
ø÷
ö1

2
n – 3

 pour n ≥	3. 

6. 0 ≤un ≤u3 èç
æ
ø÷
ö1

2
n – 3

 pour n ≥	3  

 et lim
n ® +¥

  u3 èç
æ
ø÷
ö1

2
n – 3

 = 0 (suite géométrique de raison 12 Î ]–1 ; 1[) 
 Donc par le théorème des d’encadrement (dit aussi « des gendarmes »), lim

n ® +¥
 un = 0 

 Or 0 ≤ In ≤	
2n

n ! (e
2 – 1) = un(e2 – 1) 

 lim
n ® +¥

 un(e2 – 1) = 0 donc par le même théorème, lim
n ® +¥

 In = 0 
 
7. e2 = 1 + 2

1 ! + 2²
2 ! + … + 2n

n ! + In 

 Donc 1 + 2
1 ! + 2²

2 ! + … + 2n

n ! = e2 – In  
 Or lim

n ® +¥
 In = 0  

 Donc lim
n ® +¥

 1 + 2
1 ! + 2²

2 ! + … + 2n

n ! = e2. 

 
Exercice 2 : des séries très classiques… 
Le but de cet exercice est d’étudier la convergence de deux séries (c’est-à-dire des suites définies 
par des sommes). On note pour 𝑛 ≥ 1, 𝑆! = ∑ (#$)&'(

&
!
&'$ 	, dite somme partielle de la série 

harmonique alternée. 
 

 
 
Remarque : cette limite notée 𝛾 est appelée constante gamma d’Euler.  
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Solution : 

 

 

1 
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Exercice 3 : un exemple de suite implicite 
Une suite implicite est une suite (𝑢!) de réels dont on a prouvé l’existence, mais dont on ne connait pas la 
valeur. On dit qu’ils sont définis implicitement. Ces réels sont souvent tous les solutions d’une équation du 
type 𝑓(𝑥) 	= 	𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒, que l’on ne sait pas résoudre, mais dont on prouve l’existence d’une solution par 
le théorème de la bijection. 
 
Méthode d’étude des suites implicites :  

• Pour prouver l’existence des termes d’une suite implicite, il faut souvent utiliser le théorème de la 
bijection. 

• Pour étudier la suite, il faut utiliser l’équation qu’elle vérifie. En effet, on ne connait pas 
explicitement les termes de la suite, mais on connait en revanche la suite de leurs images par la 
fonction 𝑓. Ainsi, on peut comparer les images pour trouver des propriétés sur la suite. 

 
     Soit 𝑛	un entier naturel non nul. 

 
 
Solution : 

 

 

 
         (b) 
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    (d) 

            

            


