PRIMITIVES D'UNE FONCTION SUR UN
INTERVALLE

Définition

Exemple
Soit les fonctions définies sur R parf:x+— 6x2 -3 et F:x— 2x*-3x+4.
Vérifiez que, pour tout nombre réel x, F'(x) = f(x).

fest la fonction dérivée de F; on dit que F est une primitive de f sur [R.

Soit f une fonction définie sur un intervalle 1. Une fonction F définie sur I est une
primitive de fsur I lorsqu'elle est dérivable surT et que F' =f.

Ensemble des primitives d’'une fonction sur un intervalle
Soit f: x> 2x, définie sur R.
F : x> x? définie sur R, est une primitive de f puisque F'(x) = f(x).

Deméme F,:x+—x*+1, F,:x— x*-4, ..., sont des primitives de f.

f admet-elle d'autres primitives sur R que les fonctions x+ x?+ C ou C est une
constante réelle ?

La réponse est donnée par le théoréme suivant que nous admettons.,

Si fest une fonction admettant une primitive F sur un intervalle I, alors I'ensemble
des primitives de f sur I est constitué des fonctions définies sur I parx+— F(x) + C,
ou C est une constante réelle.

Exemple

Les primitives de la fonction f définie sur R par f(x) = 3x% - 3 sont les fonctions
x> x3 - 3x+ Cou C est une constante réelle,

Parmi les primitives de la fonction f définie dans 'exemple ci-dessus,
cherchons s'il existe une fonction F telle que F(2) = 6.

F convient si et seulement si F(x)=x* - 3x+ Cavec 2’ - (3x2)+C=6,
c'est-a-dire C=4.

Il existe donc une primitive unique de f prenant la valeur 6 pour x =2 ; c'est
Fixrsx® - 3x+ 4.

Plus généralement nous pouvons démontrer de la méme fagon le théoréme sui-
vant:

Soit fune fonction admettant des primitives sur un intervalle I.

Parmi les primitives de f définies sur 1, il en existe une et une seule prenant une
valeur donnée y, pour une valeur donnée x, de la variable.

Primitives des fonctions de référence

La lecture du tableau des dérivées des fonctions de référence dans le sens f' vers f
permet d’obtenir les primitives de ces fonctions.

Dans ce qui suit, C est une constante réelle quelconque.



L imiti Fdef
f est définie par €8 prlm,lt.nr.es de
sont définies par

flx)=a R Fix)=ax+C
f(x)=x R F(x]=%x2 +C
fx)=x" «Rsin>0 1
«]-o5,0[ ou ]0,+ e[ Fix)= x™ +C
neZ*-{-1} sin<0 et n#-1 n+1
1 1
f(X)=? ]-00,0[ ou 10, +oo[ F(x)=—;+C
f(x)=cosx R F(x)=sinx+C
f(x)=sinx [ F(x)=-cosx+C
1
f(t) =sin (ot + @) R F(t)=—6cos(mt+tp}+c
1 .
f(t) = cos (ot + @) R F(I}=ESIH(G)I+CP)+C

Remarque 1
1
Pour n= - 1, la fonction x > x" = — définie sur |- ==, 0 ou sur |0, + ==[ admet

X
des primitives sur I'un et 'autre de ces intervalles mais nous ne les connaissons
pas ; le chapitre suivant apportera une réponse.

Remarque 2

En sciences physiques, on utilise les deux derniers résultats de ce tableau de la
facon suivante :

+ une primitive de ¢ — sin (®f + @) est:

1 1 T
L ——cos(mf +¢) = —sin[(m! -H.p——J,
w W 2

+ une primitive de £ — cos (©f + @) est :

1 . 1 i
t=—sin(ot 4+ Q)= —cos| Of +p——|.
® 0 2

Remarque 3
En sappuyant sur les résultats concernant les opérations sur les fonctions
dérivables, on établit que :

» Si F est une primitive de fsur un intervalle I et si G une primitive de g sur I, alors
F + G est une primitive de f+g surl.

+ Si F est une primitive de fsur un intervalle 1, et si a est un nombre réel, alors aF
est une primitive de af sur [,



Remarque :

Lorsqu'on demande une primitive sans condition particuliére, on prend
habituellement C = 0.

D. Primitives de fonctions de la forme u'u"

Nous avons vu au paragraphe 1A. qu'une fonction de la forme u” dérivable sur un
intervalle T a pour dérivée nu'u™".

Donc une primitive d'une fonction de la forme nu'u™" est u™.
Nous en déduisons, par multiplication par la constante —, que, d'aprés laremarque 3
n
Lo ) . 1
du paragraphe 2C. : une primitive d’'une fonction de la forme u'u™' est — u".
n

En remplacant n par n+ 1 nous obtenons le résultat dans le tableau suivant.

f est définie sur un intervalle I par : Les pru.m'twes Fdef
sont définies sur I par:

fx)=u'x)ux))", ne Z-1{-1} F(x) :# [u(x)]™1 +C
_ u'(x) __L
M0 =t =T+ €
Remarque

La mise en ceuvre des résultats figurant dans ce tableau conduit aux deux
observations suivantes.

1. Pour déterminer des fonctions dérivées et des fonctions primitives il faut,
dans un cas comme dans 'autre, trouver « la bonne formule ». Mais le
probléme est plus difficile dans le cas des primitives que dans celui de dérivées
car il faut identifier une fonction u et sa dérivée u’ et, le plus souvent, choisir
une constante multiplicative,

2. Lorsqu’on a trouvé une primitive d'une fonction, il est prudent de
procéder a une vérification en dérivant la primitive obtenue.

Déterminer une primitive de la fonction f définie sur [k par:

X
fix)=—— .
(x) (3x2 +10°
SOLUTION
f(x) ressemble a 4 {x)2 (mais ce n'est pas...).
[u(x)]
1 6x
On pose u(x)=3x*+1,alors u'(x) =6x. D'ol: f(x)=—x|———|.
& (x) x) (x) 6 [(3x2+‘|)2]
Cette écriture de f(x) permet d'avoir « exactement » dans le crochet une
expression de la forme uix) :
[u(x))? 1
Une primitive de la fonction correspondante est définie par Y d'aprés le
ux

tableau précédent. Une primitive de fest donc définie sur [X par :

F(x}:%x[— 1 ] F(x)= :

3x2 +1 CB(3x2+1)




