RESUME DE CE QU’IL FAUT SAVOIR EN BTS

Sommaire
TRINOME DU SECOND DEGRE.. ... ..o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e eeeeeneeasaeasasanenns 3
YT e{a 1=l e MU T o IR T 0o o o 1= PTTPRPNE 3
LIMITES DE FONCTIONS. ...ttt ettt ettt sttt ettt sh e st st st e b e bt e s bt e sheesat e eat e e bt e sbeesaeesaeesabeeab e e bt eabeesbeeeateenbeenbeesbeesanenas 4
COMPLEMENTS SUR LES DERIVES. ...ttt sttt ettt sbt e sttt et e s bt e s aeesate st e s bt e bt e beesmeesmeesmseenbeebeenbeesnnesanenas 7
LES PRIMITIVES . ...ttt ettt ettt ettt sttt ettt e s b e s ae e st e bt et e e b e e bt e ebe e e et e eat e e bt e sb e e saeesaseeabeea bt e beeameesmeeeateenbeenbeesbeesanenas 8
FONCTIONS LOGARITHIMES. ...ttt ettt ettt ettt ettt e ettt ee ettt e et e eeee e ettt e e e e et e e e e et e e e e e e e e et et e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e s enesenenesenenanes 9
FONCTIONS EXPONENTIELLES .....cceteieiiieiiieieieieteie ettt ettt ettt eeeeeeeeteeeeeee et eeteeeeeeeee e s e et e es e e e s e et e e e e e e e e e e e e e ae e e e e e e aeeeeeeeaeeeaeeeesesesenananes 10
DEVELOPPEMENTS LIMITES ...ttt ettt ettt ettt ettt ettt et eeeeee e e eeeeee e et et e e e e e e e e e e et e e e e et et et et e e e e e e e e e e e e e e e e s e eeeesesenesenenananes 11
INTEGRATION. .ttt ettt ettt e b e s bt s et e et e et e e bt e s bt e saeesae e e mt e eas e ea bt e b e e ahe e saeeea e e et e e bt e sbeesabesabeeabeeabeeabeesbeesmeeenneenneen 12
INEEGIAtION PAF PAITIES 1oeiiiiiiii ettt e e et e e e et e e e eete e e e s eabeeeeeeabaeeeeasbaeeeeanseseeeasbaseeaanseaesaassaaesaassasesannseseesanseneeennsens 12
EQUATIONS DIFFERENTIELLES.......ceeeeeeieeeee ettt ettt e e e ettt e e e e e e et b et ee e e e s s ane bt et e e e e e e e aassbeeeeeeeeeaannreneeeeeeesesannnenes 14
DTV o110 a1 T= oY e [ SRR 14
DU SECONM OFUI@ . .ueiiiiieeiieeeiiee ettt ettt e sttt e st e ettt e s bt e s bteebte e s bee e abeesabeesabeeasabeesabeeesbeesabeeeabeeaabeesanbeesabeesbaeennteesaseeenans 14
Rappels sur la résolution d’'une équation du second degré dans le corps des compleXes. ......ccvuevevvcveeeriiveeeenceveenn. 14
RE=Tel g Ta 1T [O TR LT g =3Yo ] [V o o TR 15
STATISTIQUES A UNE VARIABLE. ... ..ottt ettt et ettt e bt e s ae e s et et e e beesb e e saeesabesabeebe e beesseesmeeemteenbeenbeesbeesanenas 15
AV [T T aTol ol =] A =Tor- T 1Y/ o1 PSPPI 15
STATISTIQUES A DEUX VARIABLES. ... s s s s s e s s e s e e s e e e e s s e s s e e e e e e e e s e s e e e s e e e sesasasasasasasasasasasanannnnnns 16
Tl e [l o Yo | 3PP 16
Lo 1o 01010} VZ= o ISP 16
Droite de régression linéaire par la méthode des MOINAres CaArrés..........ccoviiieieeeecciee e e e 16
PROBABILITES. ...t eee ettt ettt e e e e ettt e e e e e s e s bttt e e e e e s e as e s e et eeeeeaaa aneb et e eeeaee e nnsebeeeeeeeeeaannssneeeeaeeeesanssneeeneeesesannnrnen 16
(o] o] o 11 =T =Y =T =Y TR PPP 16
Probabilites CONAITIONNEIIES. ....c..eoouiieiieee ettt st et et b e s st e sar e e n e e b e nreesmeeemreenneen 16
INdEPENdANCE dE AEUX EVENEMENES. ....eiiiiiiiiecciiee ettt e e e e e e e et e e e s st e e e seabeeeesaabeeesassbaeeeessseeeseanseeeessnseeeesnssens 16
LOIS DE PROBABILITES ...ceeeeeteeeee ettt ettt et e e e e ettt e e e e e s emse sttt e e e e e e e aabeb et e eeeee e s nnnebeeeeeeeeeaaanssneeeeeeeaesannssneeeneeesesannnrnen 17
ULiliSation de 12 CAICUIRTIICE. «..couiieiieee ettt st ettt et e s bt e satesabe st e e beebeesbeesaeeeateeneean 17
APPROXIMATIONS DES DIFFERENTES LOIS ....eeeeeeiiiiiee ettt ettt e e e e et e e e e e e e mnbee e e e e e e s e annneeteeeeee s annreneeaeas 18
Y a1 g LTy =N LT3N (o ] OSSP URR 19
ECHANTILLONNAGE ET ESTIMATION. ....uttiitteitteritenteeie et et ettt st st et e e sbe e shee st et e b e e beesbeesmeesanesabeebeenneesmeesmeeenneenreen 19
Rappels des théoremes et techniques utilisés dans €& ChaPItre. ......c.ueeiieiiii i e 20
Loi faible des Srands NOMDIES. ........ccuiiii ittt e e ettt e e ettt e e e ete e e e eettae e e e sbaeeeeassseeesassaeeeeanssseesanssaeesansreeanas 20
ThEoréme de MOIVIE-LAPIACE. ......ooi ittt e e et e e e e te e e e eeate e e e e sbeee e e staeeeeaasbeeeeansaesaeanssasesansseeanan 20



THEOIrEME A 1A [IMITE CONTIEO. c.ceeeeeiiieieieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee ettt ettt ettt ettt et et e ettt e e e eee e e teseee e e e e s e e s esee e s e s eaeseeeseeeeeseeeseeeeeseees 20

Intervalle de fluctuation @aSyMPLOTIGQUE. ...c..eeiiiiieeeee et e e e e e e et e e e e e e e e e e absreeeeeaeeesaanssneaeeeeeeesnnnsrnns 21
B o (=T [V E=Tor=Y o1 (U] = o OO OO RSP TRS PRI 22
Construction de tests A NYPOTNESE ...cc..eeiii e e e et e e e s te e e e st e e e e e b ee e e e abaeeeensbeeeeeareeeeennreeas 22
Application de la méthode a la construction d’un test relatif a une Proportion. ........ccceccvveeeeciee e, 23
Comparaison de deUX ECHANTIIONS. .......uiii it e e et e e e et e e e e bte e e s sbteeeeebaeaeesstaeeesstaeeesnnseeasanes 24



TRINOME DU SECOND DEGRE.

Définition : On appelle discriminant du trinéme ax? + b + ¢, le nombre réel, noté A, égal a b? — 4ac

Propriété : Soit A le discriminant du trindme ax? + b + c.

- Si A< 0: L'équation ax? + b + ¢ = 0 n'a pas de solution réelle.
- Si A=0: L'équation ax? + b + ¢ = 0 a une unique solution : x, = ;—Z.
- Si A>0: L'équation ax? + b + ¢ = 0 a deux solutions distinctes :

—-b—VA —b+vVA
= \/— et .xz = +\/_.
2a

*1 2a

Signe d'un trindme

- SiA<O:
X > o a>0 T a<0

f(x) Signe de a \/ /\
| 7

!
s \/, TV

f(x) | Signedea O Signedea

- SiIA>0:

X o X X, 0 a>0 a<o0
\ / O\
f(x) | Signedea O Signede —a O Signe de a ‘ \/ ‘ / \



LIMITES DE FONCTIONS.

Enoncés usuels sur les limites

Dans ce qui suit, o peut étre remplacé par un nombre fixé a, ou les symboles —
et + oo,

* Somme de deux fonctions

Si lim u(x)= L + oo - o0
X—r L
et lim v(x)= L 4o . + oo - 0o oo
=
alors lim [u(x)+v(x)]= [+ 4o - T ? o
=0l

7 signifie que I'on ne peut pas conclure directement.

« Produit d'une fonction par une constante non nulle

Silim u(x)= L + oo - oo
=L
alors lim ku(x)= kL * oo # oo
X¥—» 0L

= corfrespond soit a + =, 50it & — = Le signe + ou - s'obtient de fagon évidente dans chague exemple,

= Produit de deux fonctions

Si lim u(x)= L L0 0 + oo QU = o=
X=3
et lim v(x)= L 400 OU — oo + 000U — oo +0a QU = oo
¥
alors lim [u(x)x v(x)|= LL’ & oo ? % oo
M= L

= correspond soit & + ==, 50it & - ==. Le signe + ou - s'obtient de facon évidente dans chague exemple.



» Inverse d'une fonction

Si lim u(x) = L0 0 + 50 QU — 2
X— L
. 1 1 .
alors lim —= — Voir théoremes 1 et 2 0
=L u{x:l L

Théoréme 1
1

Si lim u(x)= 0 et si, au voisinage de o, ona u(x) > 0, alors: lim ——=+-ee,
X—r il X—r 0 u{x}
Théoréme 2
1
Si lim u(x)=0 et si, au voisinage de o, on a u(x) < 0,alors: lim —=—eo,
P k= U X)

Fonctions polynémes et rationnelles au voisinage de + < ou -«

- Au voisinage de + == ou de — ==, une fonction polynéme a méme limite que sa fonc-
tion mondme de plus haut degré.

= Au voisinage de + == ou de — ==, une fonction rationnelle a méme limite que le quo-
tient des fonctions monémes de plus haut degré de son numérateur et de son déno-
minateur.



Asymptotes

= Asymptote verticale

Soit f une fonction telle que lim f(x)=+eo ou lim f(x) = -e=,
XK= 1

X—ra

La droite A d'équation x = g est une asymptote verticale de

la courbe représentative € de f.

= Asymptote horizontale

Soit f une fonction telle que lim f(x)=Lou lim f(x)=L.

X— o X—F =

La droite A d'équation y = L est une asymptote horizontale

de la courbe représentative € de f.

« Asymptote oblique

Soit f une fonction définie surT =]A, +ss[ (ouT=]- ==, A[)
par f(x) = ax + b+ g(x) avec lim g(x)=0(ou lim g(x)=20).
K +es X—yp—ea

La droite A d'équation y = ax + b est une asymptote oblique

de la courbe représentative ‘€ de f (en + = ou —c9).

Ya

X

Figure 15

» Position relative d'une courbe représentative et de son asymptote oblique

La position relative de la courbe ‘€ et de son asymptote A est donnée par le signe de

f(x) - (ax + b) lorsque x varie.

Si, pour tout x de T, f(x) - (ax + b) = 0, € est au-dessus de A.

Si, pour tout xde I, f(x) - (ax + b) < 0, ‘€ est au-dessous de A.

¥ ;
y,ﬂ=nx1-----------LJ“.f’”

Y g 12 SELCERLLELLEERED

\
o)

Si, ¥y =¥y =f(x) - (ax + b) < 0, € est au-dessous de A.

Figure 16

Figure 17



COMPLEMENTS SUR LES DERIVES.
Rappels de la classe de Premiére

Dérivées des Fonctions usuelles

f(x) f'(x) Intervalle de validité
k 0 ] o2, + o[
X 1 ]- o0, + oo
x"(n e f¥) nx"" J= e, +oo]
1 1
> ) ]=22,0[ ou 10, + e[
sin X Cos X [
Cos X —sinx R
sin (ot + @) (0 cos (ot + @) R
cos (wt + o) - sin (@t + ) 3
Opérations sur les fonctions dérivables
(u+v)=u"+v' (WY =2u'u
1y Ve
{ku)Y =ku', ou k est une constante réelle, [;J == ou v(x) #0 pour tout xde I.
(uv) =u'v+uv’ [EJ Uy _zw , oUv(x)=0pourtoutxdel.
v v
Y

Construire une tangente a la courbe
représentative d’'une fonction f
en un de ses points A, d'abscisse x,

A partir du point donné A(x,, y,)ouy, =f(x,), on obtient un
deuxiéme point B de la tangente A en ajoutant 1 a 'abscisse
de Aetf'(x,) al'ordonnéede A:xg=x,+ 1ety,=y,+f'(x,).

Equation de la tangente a la courbe représentative d’une fonction f,
dérivable en a, au point d’abscisse a

y=f'(a)(x - a) + f(a).

Sens de variation d'une fonction

- Si fest derivable sur l'intervalle I et si la deriveée f’ est nulle sur 1, alors f est constante
sur I,

- Si fest dérivable sur l'intervalle T et si la dérivée f' est positive sur I, alors f est crois-
sante sur 1.

- Si f est dérivable sur l'intervalle T et si la dérivée f’ est négative sur T, alors f est
décroissante sur 1.



Compléments sur la dérivation

fix)=[u(x)1", nentier relatif non nul f'(x) = nu'(x) [ulx)]!

Cas particulier :n=-1

1 —u'(x)
F(x) = —— frx) =X
=100 X =r

LES PRIMITIVES

Primitives d’une fonction sur un intervalle
Primitives des fonctions usuelles

F donne la forme générale des primitives sur un intervalle T de la fonction f. C est une
constante réelle quelconque.

f(x) Fix) Intervalle de validité
fix)=a Fix)=ax+C R
Fix) =x FEx}=%x’ +C R
f(x)=x" .
n entier non nul positif F(X1=LX"” +C s % R
o n+1 +sin<0,]-2,0[ ou 10, + e[
ou négatif (n=-1)
f{x]l=i2 F[x}=—l+C 1=, 0[ ou 10, +==[
X X
flx)=cosx Flx)=sinx+C
flx)=sinx Flx)=-cosx+C
f{t) =sin (ot + @) F{r]l=—lcns(mr+qﬂ+c R
w
f(t) =cos (@t +¢) F[t]|=l sin (ot + @) + C R
w

Primitives de fonctions de |la forme u'u”

Dans ce qui suit, C est une constante réelle quelconque.

fest définie sur I par: Les primitives F de f sont définies sur I par :

flx) = u'(x)[u(x)]" _ 1 .
ne7-{-1} F(’d_nﬂ [uGdF™ +C

Cas particulier:n=-2;

_u'(x) _ 1
* T u(x)P Flx)= U{X)+c




FONCTIONS LOGARITHMES.

Définition

1
La fonction logarithme népérien, notée In, est la primitive de x —— sur ]0, + ==[ qui
prend la valeur 0 pourx =1, X

Relation fonctionnelle
Pour tous nombres réels strictement positifs a, b, pour tout nombre entier relatif n,
slnab=Ilna+Inb;

-In1=—lna; InE=Ina—Inb;
a b

1
‘lna"=nlna; Inf:ilna.

Limites

slimlhx=-o; limlnx=+e:

x—30 K=o

. Inx

« lim—=0.

K=o N

. . Inx
Pour tout nombre entier naturel non nul n, lim —=0.
X—des N

Variations - Courbe représentative

X 0 1 + oo
. . 1
Signe de In'(x) =— +
X
_._._'_'_'_____._,_,_._;--I-Dﬂ
0

Variations de In S —

Le nombre e
- e est le nombre réel définipar:lne=1 (e =2,718).
» Pour tout nombre entier relatif n: Ine"=n.

Dérivéedeln u
Soit v une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I.

u'(x)

La fonction f définie sur T par f(x) = In(u(x)) est dérivable surT et f'(x)=

u(x)’

Primitives de L
u

Soit v une fonction dérivable sur un intervalle T telle que pour tout élément x de T,
u(x) > 0.

u'(x)

Les primitives de la fonction f définie sur I par f{x)= sont définies sur I par:

F(x) = In[u(x)] + € ol C est une constante réelle.



FONCTIONS EXPONENTIELLES

Définition de la fonction x — exp(x)
» La fonction exponentielle, notée exp, est la fonction qui a tout nombre réel x asso-
cie le nombre strictement positif unique y tel que x = In(y).

« Pour tout x de B, exp: x>y = exp(x) si et seulement si x = In{y).

Notation e*
« Pour tout nombre réel x, expx = e*.

» Pour tout nombre réel x, In(e*) = x.
« Pour tout nombre réel a > 0, e'™@ = g,

Relation fonctionnelle
Pour tous nombres réels g et b,

-e™b=e?xeb;
a8

1 e
@ %=__ pt @*b=__,
eﬁ

- Pour tout nombre réel a et tout nombre entier relatif n, (e?)" = e".
Dérivée

Sipour tout x de [, f(x) =e* alors f'(x)=e"

Limites en -« et en +«
lime* =0 et lim e*=+4oo,
X—p—aa X—>+oa
Tableau de variation et courbe représentative

X — oo + oo

f'(x)=e* +

/_-v-l-w
flx)=¢* 9

Pour tout nombre réel x, e > 0.

Dérivée de ev
Siu est une fonction dérivable sur un intervalle 1, alors la fonction e est dérivable sur
Tet:(e¥) =u'e".

Primitives de wre"

Sisur un intervalle T une fonction fest telle que f(x) = u’(x)e"™ alors les primitives F
de fsur I sont définies par F(x) = e***! + C (C étant une constante réelle quelconque).

10



Autres limites
n est un entier naturel,
Inx e

lim =0; lim —=+co,
X—pdea X1 )

Fonction exponentielle de base a
a est un nombre réel strictement positif.

La fonction définie sur & par x — a* = @' est appelée : fonction exponentielle de
base a.

DEVELOPPEMENTS LIMITES

Définition :
Soit f une fonction définie sur un intervalle | contenant O ; n est un entier naturel.
On dit que la fonction f admet un développement limité d’ordre n en 0 s’il existe un polyn6me P,, de degré inférieur ou
égal a n et une fonction ¢ tels que :
f(x) = Py +x"e(x) = ag + agx + agx* + -+ .+ apx™ + x™e(x)
Avec lim,_,e(x) =0

ap + a;x + a;x* + -+ ... + a,x™ s’appelle la partie réguliére.

Propriété :

Si f admet un développement limité al'ordre n > 1 en O, de partie réguliére ay + a;x + a; x> + -+ ...+ a,x", alors f
est dérivable en 0 et |la courbe représentative de f admet une tangente non verticale au point d’abscisse 0, d’équation
réduite y = ag + a.x

2 3
Exemple: exp(x) =1+ x + % + % + x3e(x) avec lim,_,e(x) =0
Du développement limité de la fonction en 0, on peut en déduire les éléments suivants :
e L’équation réduite de la tangente a la courbe représentative de exp(x) au point d’abscisse O esty = x + 1

e Deplus exp(x)=1+x+ x; + x2&(x) développement limité en 0 a I'ordre 2.
Donc exp(x) — (1 +x) = x; + x2e(x)

2
La fonction exp(x) est au dessus de sa tangente car x; est positif.

Le développement limité sert essentiellement a trouver I’équation de la tangente au point considéré et a trouver la
position relative de la courbe de la fonction par rapport a sa tangente.

11




INTEGRATION.

Intégrale d'une fonction continue de signe quelconque

= Soit f une fonction continue de signe quelcongue sur un intervalle [a, £], et F une
primitive de fsur [a, b].

On appelle intégrale de a a b de fle nombre réel : F(b) - Fla).
Onnote : [ f(x)dx = F(b)-F(a).

= Onlit:« somme de aa b de f(x)dx ».
- On écrit aussi :j:fl{x}dx =[F(x).

Intégrale fonction de sa borne supérieure

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a, b] et x un élément quel-
conque de [a, b].

La fonction x — fo{r}dr est 'unigue primitive de fsur [a, b] prenant la valeur 0 pour
X=d.

Calculs d’aire

YA
- f positive sur [a, b]
Soit f une fonction dérivable et positive sur un inter- FOO) - —
valle [a, b]. L'aire =, en unités d'aire, de la partie du i :
plan, ensemble des points M de coordonnées x et y 1572 ‘M (% )
telles que : ! ! '
asxsb et 0=sy=<f(x), , , : -
aQ X b X

est: s =L“f(x}dx.

Intégration par parties

Avec U et V deux fonctions dérivables sur un intervalle | et a et b deux réels de | .

b b
f U' xVdx = |U><V|3—f UxV'dx
a a

Exemple avec
1
f x X e*dx
0

On pose U'=e* et V=x.
On obtient U =e* et V'=1
Onadonc
1 1
JoxxeXdx=|xxe*|g— [jefdx=1xe' —0xe’—|e*|g=et —(e' —e®) =e' —e' +e° =1

12




- fnégative sur [a, b]

Soit fune fonction dérivable et négative sur un inter-
valle [a, b]. L'aire &4, en unités d'aire, de la partie du
plan ensemble des points M de coordonnées x et y
telles que:

a=x<b et f(x)<y<(,

est: gl =- Lbft’x}dx (attention au signe moins).

» Aire limitée par deux courbes

Soient fet g deux fonctions dérivables sur [a, b] telles
que pour tout x de [a, b], glx) = f(x).

L'aire, en unités d'aire, de la partie du plan limitée par
les courbes représentatives de f et g et les deux
droites d'équations respectives x=aetx=b est:

s = ["[f(x) - g(x)]dx.

Valeur moyenne

Yi

}I"—
fix) -

Y

Soit fune fonction continue sur un intervalle [ ; soient a et b deux eléements de | tels

quea<b.

On appelle valeur moyenne de fsur [a, b] le nombre réel :

1 b
v, =EL f(x)dx.

+ Primitives des fonctions usuelles

Dans ce qui suit, C est une constante réelle quelcongue.

Les primitives de f

f est défini
est definie par sont définies par

fix)=a Fix)=ax+C ]=eo, 42

flx)=x F{x}:%xzﬂ.‘ ]= oo, + oo

fix)=x" _ b «sin>0:R

(n=-1) HX}_on e +sin<0:]-250[ ou ]O, + e[

F(x)=— Fix)=——+C ] 2,0[ ou 10, + [

X X

f[x]:% Fix)=Inx+C 10, +=o[

f(x)=e* Fix)=e*+C ]= o9, + 0o
f(x)=sin(ax +b) F{x}l:—écm{ax+b}+[ ]= oo, + o2
f{x)=cos(ax +b) F{x‘}:ésinfax+b}+c ]= oo, + s

13
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« Primitives des fonctions composées

Dans les formules suivantes, u est une fonction dérivable sur un intervalle I, et C une
constante réelle quelcongue.

f est définie sur un intervalle I par Les primitives F de f sont définies sur | par
flx)=u'(x)ulx)] 1
F - 1+
ne Z%-{- 1) (x) n+1[ulbr]l] +C
u'(x) 1
fixi= Flx)=-———+C
) [u(x)F ulx)
_u'lx)
=0 F(x)=Inlu(x)]+C
ol u(x) est strictement positif sur 1.
f(x)=u'(x)e* F(x)=e"*) +C
Conséguence
f(x)=ek 1
ol k est constante réelle quelconque F{xII:EE‘“ +C

non nulle

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Du premier ordre.

Equation différentielle: y' + ay=0

Les solutions de I'équation différentielle y' + ay = 0 (c'est-a-dire y' = - gy) sont les
fonctions définies sur [ par :

x — ke™™, ol k est une constante réelle quelconque.

Equation différentielle:y’ + ay=b
Les solutions de I'équation différentielle y' + ay = b sont les fonctions définies sur &
par:

b . .
X+ ke ™ +—, ou k est une constante réelle quelconque.
a

Du second ordre

Rappels sur la résolution d’'une équation du second degré dans le corps des complexes.
U CETET R EL DL 1l existe un ensemble noté €, appelé ensemble des nombres

complexes, qui posséde les propriétés suivantes :

(1) I'ensemble des nombres réels R est inclus dans C ;

(2) I'addition et la multiplication des nombres réels se prolongent aux nombres complexes et les
régles de calcul restent les mémes ;

(3) C contient un nombre noté i tel que i2=-1;

(4) tout nombre complexe z s'écrit de maniére unique z=a+ib avecaet b réels,

14



[ 5] Soit 'équation az2+ bz+c=0 d'inconnue z, ol a, b et ¢ sont des nombres réels
et a # 0. Le discriminant de cette équation est le réel A=b?- 4ac.
(1) SiA =0, I'equation admet deux solutions réelles distinctes :

z =7"b-‘lrE et z, —7_b;—aﬂ-

2a
(2) SiA=0,'équation admet une solution double réelle: z; = —%-
(3) SiA <0, I"équation admet deux solutions complexes conjuguées distinctes :
_—b-iW-4 _ = _=b+iy-A
Z) = 3a et =2 = 0

Technique de résolution.
On cherche a résoudre (E’): ay" + by’ + cy = 0. On résout I'équation caractéristique de (E’) :
ar’+br+c=0

e SiA>0alorsy(x) = Cie™t + C,e™tour etr, sont les solutions de I’équation caractéristique.

e SiA=0Oalorsy(x) = (C, + Cyt)e"tour estlasolution de I'équation caractéristique.

e SiA<Oalors y(x) = (C; cos(Bt) + C,sin(ft))e* ou a + if est une solution de I"équation caractéristique.
C; et C, dépendent des conditions initiales.

STATISTIQUES A UNE VARIABLE.

Variance et écart type

# Soit la série statistique (x,; n,) ol 1 = k = r, d'effectif total N et de moyenne x.
1 — — — —

Le réel V=ﬁ[n|(x| —XP+...+n(x,—x¥] = fx;-XP+...+f(x,- %)

est appelé variance de la série statistique.

« La racine carrée de la variance, s = /V est appelée écart type de la série.

La variance et I'écart type permettent de mesurer la dispersion des valeurs par rapport a la
valeur moyenne,
Lorsque les valeurs de la série sont des mesures d'une grandeur dans une unité donnée,
par exemple, de longueur en métres, I'écart type exprime la dispersion dans la méme
unité.
D’une maniére générale on utilise les formules suivantes :
Cas n°1: la population est donnée par la liste de ses n éléments x;.
Cas n°2 : la population est donnée par le tableau des effectifs n; des p classes x;.
Cas n°3 : la population est donnée par une liste d’intervalles. On utilise alors le centre des classes.
Cas n°4 : La population est donnée par une liste de fréquences.

Casn°’1 (- )2+ (X, — X)? _x it At
Desvaleurs |V = n - n -
isolées
— - 2
Cas n°2 g =D Ay (X — F)T P A Xt
Des valeurs = - B
n n
en paquets
. - 2
Casn’3 Cng(eg =X+ (6 = X)T nge® +npc? + e 4npey” =
Des classes = =
n n
de valeurs
Avec c; le centre des classes.
o _ N2 _
Cas n°4 V=fily -2+ ____+fp(xp — x) = fix1% + foxp 2 + . +fpxp2 — 52
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Avec des
fréquences.

STATISTIQUES A DEUX VARIABLES.

Nuage de points
Le plan étant muni d’un repére orthogonal, nous pouvons associer au couple (x;y;) le point M de coordonnées
(x;,yi). L'ensemble des points obtenus s’appelle nuage de points représentant la série statistiques.
Le nuage étant dessiné, on peut essayer de trouver une fonction f telle que la courbe d’équation y=f(x) « passe
le plus prées possible » des points du nuage. C'est le probléme de I'ajustement. Lorsqu’une telle fonction existe,
on dit qu’il existe une corrélation entre les deux séries statistiques.

Point moyen
On appelle point moyen d’un nuage de n points M; de coordonnées (x;yi), le point G de coordonnées :
xG =x—=2?=1xi et yG =}—1=Z?=1yi
n n
Droite de régression linéaire par la méthode des moindres carrés.
On utilise la calculatrice dans un mode statistique a deux variables. Il existe une bonne corrélation entre x et y
lorsque || est suffisamment voisin de 1. || s’appelle le coefficient de corrélation linéaire

PROBABILITES

Probabilités générales.

Probabilités d’événements A, B
« P(AUB)=P(A) + P(B) - P(A N B).
- Evénement contraire : P(A)=1-P(A). En particulier P(&)) = 0.

« SiA N B = @ (événements disjoints ou incompatibles), alors
P(AUB)=P(A) + P(B).

Probabilités conditionnelles.
Définition :
Soit Q un univers fini, P une probabilité et B un événement de probabilité p(B) non nulle.
La probabilité sachant que B est réalisé est définie pour tout évenement A par :
Pz(A) =P(A/B) = M
g p(B)

Propriétés :

e Pg est une probabilité.

e On retrouve toutes les propriétés des probabilités.

Théoreme important :
Pour tous évenements A et B de probabilités non nulles :
P(A N B) = P4(B)P(4) = Pz(A)P(B)
Ce théoreme est le plus important car il nous permet d’intervertir Les évenements A et B dans les exercices.

Indépendance de deux événements.

Définition importante :
Les événements A et B (de probabilités non nulles) sont indépendants si et seulement si,
P(A N B)=P(A)P(B)
Ou Pz(A) = P(A)
16




Il ne faut pas confondre événements indépendants et événements incompatibles.

LOIS DE PROBABILITES

Utilisation de la calculatrice.
P(X = k) TI:Fdp Casio Bdp

P(X < k) loi cumulative TI: FRep Casio Bed

Epreuve de Bernoulli

Une épreuve de Bernoulli de paramétre p (nombre réel compris entre 0 et 1) est
une épreuve aléatoire comportant deux issues :

p< 5:succeés
1-p E:échec
Loi binomiale

+ La loi binomiale de paramétres n et p, notée &B(n, p), est la loi de la variable
aléatoire X qui donne le nombre de succés dans la répétition, de fagon identique et
indépendante, de n épreuves Bernoulli de paramétre p.

» En STI2ZD-5TL, on utilise une calculatrice ou un logiciel pour calculer directe-
ment P(X = k) ou P(X = k).

- L'espérance de X est: E(X)=np.
- Lavariance de X est: V(X) =np(1 -p).

- L'écart type de X est: ¢(X)=,/np(1-p).
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Loi uniforme sur [a, b]

- La fonction de densité f est definie sur [a, b] par f(x)= %

« Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [a, b].

Pour tout [x,, x,] inclus dans [a, b], P(X [, x,])= x;— X
—-a
» L'espérance de X est E(X)= ﬂzi.

(b—a)?

» La variance de X est V(X)=

Loi exponentielle
- La fonction de densité fest définie sur [0, + == par f(t)=Ae ™ ol A > 0.

= 5pit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramétre A.
Pour tout [x,, x,] inclus dans [0, + [, P(X €[x,, x,1)= f:’?ue—“" dt.

En particulier, pour toutx = 0, P(X = x)= in\.e‘“ dt.

+ L'espérance de X est E{X}=%.

Loi normale

= Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale N(u, ¢) de fonction de den-
sité f.

Yi Yi

y=F(t)

%

Les valeurs numeériques de a, b et x étant données, on obtient les valeurs numériques
de Pla< X =b) ou P(X = x) en utilisant une calculatrice ou un tableur et en remar-

guant, si nécessaire, que Pla< X =b)=P(X =b)—(X =a).

- T T -
t t

- Sila variable aléatoire suit la loi normale Ny, 6),
PXelp-o,p+cll=06;

P(X e[u-20,u+20])=095;

P(X [u - 30,1 + 30]) =0,997.

APPROXIMATIONS DES DIFFERENTES LOIS

Approximation d'une loi binomiale par une loi normale

Si n est « grand » et si p n'est « ni trop voisin de 0 ni trop voisin de 1 », alors la loi
binomiale 98(n, p) admet pour approximation la loi normale N(, ) de méme espé-
rance et de méme écart type:

pL=np et 6=, np(1-p).



Synthese des lois.

Nom de laloi | Notation Formule E(X) V(X) 6(X) écart
espérance variance type
Lois discretes
X La loi de L L \/m
variable | probabilité est un Z Pi X Xx; z pi X x;%
aléatoire | tableau avec p; et i=1 i=1 5
surun | x; —EX)
univers
Bernoulli B(p) P(X=0)=p ; p pX(1—p) m
(Premiere) P(X=1)=1-p
Binomiale B(n,;p) nxp nXxXpxx(1 m
(Premiére) -p)
Distribution
Calculatrice
Poisson P(3) Distribution b b VA
(BTS) Calculatrice
Lois a densités
Loi définie a partir b b /
d’une fonction de f@® f f@® e
densité f(t) sur un Xat dt xatz dt
intervalle. _ E(X)Z
P@a<X<bh)
b
- [ rwar
a
Uniforme sur Fonction de a+b (b —a)? [VX)
[a;b] densité 2 12
(Terminale) 1
fx) = b—a
p(X € [c,d])
d—c
" b-a
Loi Exp(}) | Sur [0 ;+eo[ par 1 1
exponentielle Pla<X<h)= 3 32 3
(Terminale) e — g7
Loi normale N(m; §) | Distribution m 52 é
(Terminale) calculatrice

ECHANTILLONNAGE ET ESTIMATION.

L’échantillonnage et I'’estimation sont deux problémes inverses de statistiques. Dans |’échantillonnage, on connait les
parameétres de la population a étudier. On cherche dans quel intervalle on peut retrouver ces parametres et avec quelle
précision.

L’estimation est le probleme inverse. On cherche a partir d’'un échantillon a estimer les parametres de la population a
étudier.

Posez-vous la question.
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e Le réglage d’'une machine a partir d’'une donnée théorique.

e Un probleme de sécurité alimentaire : des germes dans des produits laitiers.
e Lesondage.

e Le calibrage d’un dé pour lutter contre une éventuelle tricherie.

Rappels des théoremes et techniques utilisés dans ce chapitre.

Loi faible des grands nombres.

Propriété 3
Soit X1, Xs, ..., X, n variables aléatoires indépendantes ayant méme espérance m et méme écart-type

JetsoitTnzX1+X2;|;-“+Xﬂ,alors:

Pour tout € > 0, lirln P(| X, —m| <€)= 1.
Lo

Conerétement, ce théoréme signifie que plus n est grand plus la variable aléatoire X, se rapproche de
'espérance mathématique m.

C'est le cas typique du lancer d’un dé ou d’une piece de monnaie. Il faut un certain nombre de lancer pour que la
fréquence observée se rapproche de la fréquence théorique.

Théoréme de Moivre-Laplace.

Ce théoréme est un théoréme fondamental en probabilités.
Il permet, lorsque le nombre d’épreuves augmente, d’approcher une loi binomiale par une des
principales lois de probabilité : la loi normale.

LT EHELRTET Soitp € 10; 1. On suppose que, pour tout entier naturel n non nul,
la variable aléatoire X, suit une loi binomiale de parametres n et p.

X, —np
Jnp(1-p)

b _x
5 < i =Z,=b=| —e Zdx.
Alors, pour tous réels aet b telsque a < b,on a nILTxP a=Z,=b) fa n

Soit Z, la variable aléatoire définie par Z, =

Théoreme de la limite centrée.

Soit X1, X5, ... ..., Xy, variables aléatoires indépendantes, suivant toutes la méme loi,
admettant une moyenne u et une variance o*(c # 0).

Pour n suffisamment grand, la variable aléatoire

Xy +Xpt ot Xy N . o
= =12 "R qit approximativement la loi normale N (u, \/_ﬁ)

39

C’est un théoréme fondamental largement utilisé dans les sujets de BTS.
Techniques utilisées :

e Bien connaitre la loi binomiale et la loi normale. Savoir utiliser sa calculatrice.
e Approximation d’une loi binomiale par une loi normale.

e Recherche d’un intervalle de confiance dans le cadre d’une loi binomiale.

e Passage d’une loi normale a une loi normale centrée réduite.

e Recherche des u.
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Utilisation de la touche Fracnormale ou Invhormale de la calculatrice.
Recherche dans le cas d’une loi normale centrée réduite. Connaitre la démonstration.
Recherche dans le cas d’une loi normale quelconque. Technique utilisée dans les sujets d’examen.

Echantillonnage Estimation

Intervalle de confiance d’une mesure au seuil de
Intervalle de fluctuation asymptotique au seuil a.
de a. Création de test d’hypothése.

Intervalle de fluctuation asymptotique.

Xn est une variable aléatoire qui suit une loi binomiale de parameétres n et p. Fn représente la fréquence de succes pour
cette loi.

Fn = % Pour tout o €[0; 1] Pour tout n € N avec n assez grand

p(% c In) — 1— avec In _ [p — Uy ’p(ln—p);p + U ’p(ln—p)]

L’intervalle I, est un intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de confiance 1—o< de la variable aléatoire
fréquence Fn.

Les uxse trouvent en utilisant la loi normale centrée réduite et la touche fracnormale ou invnormale de la calculatrice.
Retrouver la méthode permettant de trouver les 1.

Rappel :

La calculatrice permet de calculer p(X < uy) = k avec k donné.

Onap(—ux <X <uy)=2pX<uy)—1=1-«x

Soit p(X < uy) = i«

u0'05 = 1,96 ;u0,1 = 2,58 ;u0'01 = 3,29 ;uojoz = 2,32 ;u0,2 = 1,28
Remarques :

Sin > 30,np = 5etn(1—p) =5 on utilise I'intervalle de fluctuation asymptotique sinon, on utilise I'intervalle
[a/n ;b/n] utilisé en liaison avec la loi binomiale.

Rappel :

Définition : On considére une population dont une proportion p des individus possede un caractére donné.
On préleve dans cette population un échantillon de taille n.

Soit X la variable aléatoire associée au nombre d'individus possédant ce caractére. X suit une loi binomiale de
parameétre n et p

21




. . . o . . ab| |
L'intervalle de fluctuation au seuil de 95 % associée a la variable aléatoire X est : {— ; —} ou: -aestleplus
nn

petit entier tel que : P(X <a)>0,025,
- b est le plus petit entier tel que : P(X <b)>0,975.

Tableau récapitulatif

Parameétre de la Valeur du Estimation Estimation par intervalle de confiance
population totale | paramétre dans ponctuelle pour la population totale
a estimer. I’échantillon de pour la
taille n. population
totale
Moyenne m m=m g g
Y ¢ ¢ [me_uoc\/_ﬁ;me +uo<\/_ﬁ]
Ecart type Op n
o = C,
‘Nn—1
fréquence fe f=f
1 —
s, [
n—1

Construction de tests d’hypothese

Les étapes de la méthode générale :

Etape 1 : choix des hypotheéses H, et H;. Détermination du type de test : test bilatéral ou test unilatéral.
Etape 2 : choix de la distribution utile pour le test

Etape 3 : choix du seuil de signification a. A est la probabilité de rejeter Hy alors que Hy est vraie. Il correspond a I'erreur
de premiére espéce.

Etape 4 : recherche de la région critique
Etape 5 : énoncé de la regle de décision
Etape 6 : étude du paramétre de I'échantillon

Etape 7 :on applique la regle de décision

Synthése :

Diminuer le seuil a du test a deux conséquences :

e On réduit I'erreur de premiére espece, c'est-a-dire rejeter Hy alors que Hy est vraie.
e On augmente la région d’acceptation de H,.
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On augmente ainsi un second risque : celui d’accepter Hy alors que Hy est fausse. C'est I'erreur de seconde espéce B. B
est la probabilité d’accepter Hy alors que Hy est fausse.

Quand a diminue, B augmente et inversement. B s’appelle la puissance du test. C'est la probabilité de rejeter Hy alors
qgue Hy est fausse.

Résumé :
Réalité
Ho est vraie H, est vraie
Mauvaise décision Bonne décision
Rejeter Hy Probabilité a Probabilité 1-B
Conclusion du Erreur de premiére espéce. | Puissance du test
test Bonne décision Mauvaise décision
Accepter Hy Probabilité 1-a Probabilité B
Erreur de deuxieme espeéce.

Application de la méthode a la construction d’un test relatif a une proportion.
Exemple type : le sondage électoral.

Le candidat A affirme que 52% des électeurs veulent voter pour lui. Le candidat B commande un sondage de taille
100 personnes. On observe 43% des personnes votants pour A. Peux-t-on affirmer que le candidat dit vraie ?

Test 1 : test bilatéral avec Hy : p=0,52 et H; : p#£0,52 . On choisit comme distribution la loi binomiale B(100 ;0,52) et
a=0,05.

Test 2 : test bilatéral avec Hy : p=0,52 et H; : p20,52 . On choisit comme distribution la loi normale N(0,52 ;

0,52%0,48
22222%%) et a=0,05.
100

Test 3 : test unilatéral avec Hy : p=0,52 et H; : p<0,52 . On choisit comme distribution la loi normale N(0,52 ;

0,52%0,48

) et a=0,05.
100

Test 4 : test unilatéral avec Hy : p=0,52 et H; : p<0,52 . On choisit comme distribution la loi normale N(0,52 ;

0,52%0,48

) et a=0,01.
100
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Ces quatre tests ont des données identiques mais parfois des conclusions différentes.

Test 1 Test 2 Test 3 Test 4
Etape | Ho: p=0,52 Ho : p=0,52 Ho : p=0,52 Ho : p=0,52
1 H, : p#0,52 H, : p#0,52 H; : p<0,52 H, : p<0,52
Etape | Distribution pour le | Distribution pour le test Distribution pour le test Distribution pour le test
2 Itse(sltoo 052) N(p s |Z2)=N(0,52,0,05) | N(p s |EE2)=N(0,52,;0,05) | N(p; |[Z2)=N(0,52,;0,05)
Etape | Seuil de signification | Seuil de signification Seuil de signification Seuil de signification
3 a=0,05 a=0,05 a=0,05 a=0,01
Etape | Région critique Région critique Région critique Région critique
4 [0,;0,42]U[0,62 ;1] [0,0,422]U[0,618 ;1] On cherche a tel que [0;0,404]
p(X < a) = 0,05. On trouve
a I'aide de la calculatrice
(FracNormal ou InvNormal)
[0;0,438]
Etape | Regle de décision Reégle de décision Régle de décision Reégle de décision
5 Si la proportion fde | Idem Idem Idem
I’échantillon est
dans la région
critique, alors
I’hypothése H, est
rejetée au seuil 5% :
I’hypothése H; est
acceptée.
Sinon I’"hypothése
Ho est acceptée au
seuil 5%
Etape | Calcul du paramétre | Calcul du parametre de Calcul du parameétre de Calcul du paramétre de
6 de I’échantillon I’échantillon I’échantillon I’échantillon
f=0,43 Idem Idem Idem
Etape | Application de la Application de la régle de Application de la régle de Application de la régle de
7 régle de décision décision décision décision

0,43¢&Région
critique.

On accepte Hy au
seuil 5%

0,43¢Région critique.
On accepte Hy au seuil 5%

0,43€Région critique
On rejette Hy
On accepte H; au seuil 5%

0,43¢Région critique.
On accepte Hy au seuil 1%

Comparaison de deux échantillons.
On dispose de deux échantillons A et B d’effectifs respectifs n, et ng de moyennes m, et mg et d’écart-type o'y eto'p.

On cherche a savoir s’ils ont été prélevés dans la méme population.

Pour ce faire on détermine I'écart type ponctuel g, = /nn—A o'y pour la population A.
A

On détermine I'écart type ponctuel o5 = %O"B pour la population B.
/ o

La variable aléatoire X, qui a tout échantillon de taille n, de la population A associe sa moyenne suit la loi normale

N(ug; %)

La variable aléatoire X qui a tout échantillon de taille ng de la population A associe sa moyenne suit la loi normale
N( .U_B)
N

En supposant X, et Xgindépendantes, on considére alors la variable D = X, — Xp .

24




D’apres les propriétés de I'espérance et de la variance de deux variables aléatoires indépendantes, D suit la loi normale :

2 2
N(pa — tg; /%‘*‘%)

On choisit Hg : 4 = g comme hypothése nulle et Hy : gy # up comme hypothése alternative (ou Ho iy < g ou
Ha 2= Up).

2 2
Sous I'hypothése nulle, D suit la loi normale N (0; ';i + ':li).
A B

On fixe un seuil a et on détermine h tel que P(—h < D < h) = 1— (dans le cas ou u, = ug).
La régle de décision permet de tester si D = X, — X appartient a l'intervalle [-h ;h] ou pas.
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