Brevet de technicien supérieur

Métropole-Antilles-Guyane
13 mai 2015 - groupement B

Exercice 1 10 points

Sur une chaine de montage, une piéce de
10 kg est située sur un plateau.

On note f(t) la cote (en metres) du pla-
teau a l'instant ¢ (en secondes), calculée
par rapport au sol. f ﬁ

On suppose que f est une fonction de la

variable réelle ¢ définie et deux fois déri- ‘ ‘

vable sur [0 ; +ool.

Lobjectif de I'exercice est d’étudier f afin ‘ ‘

de réaliser correctement le transfert de la
piéce sur un tapis roulant.

Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.

A. Résolution d’'une équation différentielle

On considere I'équation différentielle (E) :

¥ +5y' +4y =0,

ol y est une fonction de la variable x, définie et deux fois dérivable sur [0 ; +ool, '

la fonction dérivée de y et y” sa fonction dérivée seconde.

1. a. Résoudre dans RI'équation r2+5r+4 =0.

b. En déduire les solutions définies sur R de I’équation différentielle (EJ :
y'+5y +4y=0.

On fournit les formules suivantes :

Equations Solutions sur un intervalle T

Equation diffe- SiA>0, f(£)=Ae™! + pe™' ot ry et

rentielle . . ;
2 sont les racines de I’équation ca-
ractéristique.

ay”"+by +cy=0 SiA=0, f(£)= (Ar+u)e’ ' ol r estla

racine double de I'équation caracté-
ristique.

Equation caractéristique : SiA<O,

ar®+ br + ¢ = 0 de discriminant A. f(©) = [Acos(Bt) + usin(Bn)]e*! ou
rn =a+if et r» = a—if sont les
racines complexes conjuguées de
I'équation caractéristique.

2. Un logiciel de calcul formel montre que f est la solution de I'équation diffé-
rentielle (E).

La ligne d’entrée (%(1) est la ligne de commande de la résolution de I'équa-
tion différentielle (E]J.

La ligne notée (%o01) est la ligne de sortie.

Ce logiciel note %0~! la quantité e’ et %kl et %k2 deux constantes réelles
k et ko.
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(%i1) ode2 ('diff(y, t,2) + S ' diff(y, £) + 4% y =0, y, 1);
(%01) y =%kl * %e™" + %k2%e " + 3

Létude du systeme mécanique montre que f est la solution de 1'équation
différentielle (EJ vérifiant les conditions initiales f(0) =5 et f'(0) = —1.

En utilisant le résultat du logiciel, qu'on ne demande pas de démontrer, dé-
terminer une expression de f(¢) en fonction de ¢.

B. Etude d’'une fonction

La courbe ¥ ci-dessous est la représentation graphique, dans un repére orthogonal.

—

(O, T, ] )de la fonction f définie sur [0 ; +oo[ par

f()=3e""-0,5e74" +2,5.

1. a. Conjecturer le sens de variation de la fonction t sur l'intervalle [0 ; +oo].
b. Un logiciel de calcul formel donne ci-dessous une expression de la déri-
vée de f.
La ligne d’entrée (%i2) est laligne de commande d’'une écriture factorisée
de la dérivée de f.
La ligne notée (%02) est la ligne de sortie.
Ce logiciel note %e~* la quantité e *! et %e>’ la quantité e3’.

(% 2). factor (diff (3 * exp(—¢) — 0.5 % exp(—4 * t) + —2.5,1)) ;
rat : replaced 2.0 by 2/1 = 2.0
(%02) -%e % (3%e3" —2)

On admet que, pour tout réel ¢ de l'intervalle [0 ; +ool, 3e3' -2 > 0. En
utilisant, sans le démontrer, le résultat du logiciel, justifier la conjecture
de la question 1. a.
2. Le logiciel de calcul formel permet d’obtenir le développement limité de la
fonction f, al'ordre 2, au voisinage de 0.
Laligne d’entrée (%i3) estlaligne de commande de ce développement limité.
La ligne notée (%03)/T/ est laligne de sortie.

(% 3) taylor (3 * exp(—1) —.5xexp(—4 * 1) +2.5,£,0,2);
rat : replaced 2.5 by 5/2=2.5

rat : replaced —0.5 by —1/2 =-0.5
2

5t
(%03)/T/ 5-t-7+...
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a. Cette question est une question a choix multiples. Une seule réponse est
exacte. Recopie, sur la copie la réponse qui vous. parait exacte. On ne de-
mande aucune justification.

La réponse juste rapporte un point. Une réponse fausse ou une absence de
réponse ne rapporte ni n'enléve de point.

Le développement limité de la fonction f, a 'ordre 2, au voisinage de 0

est:
5—t—52—t2 5—t—52—tz+ 5— 1+ te(?) —5—2tz+t2€(t)
t?e(t) avec avec avec lim
e =0 | lime(0 =0

b. Donner une équation de la tangente T a la courbe %6 au point d’abscisse
0.

c. Ftudier la position relative de la courbe € et de la tangente T au voisinage

du point d’abscisse 0.
3. a. Déterminer lim f(7).
t—+oo
On fournit les limites suivantes : lim e’ = +oo; lim e’ =0.
t—+o0 t——o00

b. Interpréter graphiquement la limite obtenue a la question 3. a. en termes

d’asymptote.

C. Application au transfert de la piéce sur le tapis roulant

On admet la modélisation selon laquelle la cote f(#) (en metres) du plateau a I'ins-
tant ¢ (en secondes), calculée par rapport au sol, est donnée par la fonction f définie
et représentée dans la partie B.

La partie supérieure du tapis roulant est située a 2,5 metres du sol. La piece peut étre
transférée des qu’elle se situe a un centimetre du tapis roulant.

1. A partir de quel instant fy la piece peut-elle étre transférée sur le tapis rou-
lant?
Pour cette question, on attend une valeur approchée de ty arrondie au dixieme
par exces, obtenue a l'aide de la calculatrice, en expliquant la méthode suivie.

2. Lalgorithme suivant affiche les bornes d’'un encadrement de .

Variables : a,b,m
Initialisation : | a prend la valeur 5
b prend la valeur 6
Traitement : Tant que b—a>0,1

a+
m prend la valeur

Si f(m) > 2,51 alors a prend la valeur m
Sinon b prend la valeur m

Fin de Si

Fin de Tant que

Sortie : Afficheraet b

a. Faire tourner cet algorithme « a la main » sur trois étapes en complétant
le tableau ci-dessous que 'on recopiera sur la copie.

étape 1 étape 2 étape 3
a 5
b 6
b-a
m
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b. Que peut-on dire de 'amplitude de I'encadrement de #, fourni par cet
algorithme?

Exercice 2 10 points

Les trois parties de cet exercice peuvent étre traitées de facon indépendante.
Dans cet exercice, les résultats approchés sont, sauf mention du contraire, a
arrondira 1073

Une entreprise fabrique et assemble des pieces métalliques pour 'industrie aéro-
nautique. Elle concoit en particulier des rivets flush (a téte fraisée), rivets visibles
depuis I'extérieur des avions. Ce type de rivet permet de faire en sorte que la téte du
rivet affleure la surface de la tole.

A. Loi exponentielle

Une machine en charge de la fabrication de ces rivets doit régulierement étre cali-
brée. On considere que la durée T de fonctionnement, exprimée en heures, entre
deux calibrages, est une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre A =
0,005.

On rappelle que, pour tout nombre réel positif #, ona:

P(T<1=1-¢eM.

1. Déterminer P(T < 100).

2. Onrappelle que I'espérance E(T) de la variable aléatoire T est égale a

E(D=
=T

Calculer E(T). Interpréter ce résultat.

B. Loi binomiale et loi normale

On préleve au hasard un rivet dans un stock important. On note E I'évenement : «le
rivet prélevé est non conforme ». On suppose que P(E) =0,01.

Les rivets sont conditionnés par lots de 500. On préléve au hasard 500 rivets. On
suppose que le stock est suffisamment important pour assimiler ce prélevement a
un tirage avec remise. On note X la variable aléatoire qui, a chaque lot de 500 rivets
ainsi prélevé, associe le nombre de rivets non conformes de ce lot.

1. Justifier que X suit une loi binomiale dont on précisera les parametres.

2. a. Calculer, a l'aide de la calculatrice, P(X = 0). Interpréter le résultat ob-
tenu.

b. Calculer, a I'aide de la calculatrice, la probabilité qu'un lot de 500 rivets
ainsi prélevés contienne au plus 7 rivets défectueux.

3. On admet que laloi de probabilité de la variable aléatoire, X peut étre appro-
chée par une loi normale.

a. Justifier que I'on peut considérer. que cette loi normale a pour moyenne
5 et pour écart type 2,22.

b. Ondésigne par Y une variable aléatoire suivantlaloi normale de moyenne
5 et d’écart type 2,22.
Calculer, al’aide de la calculatrice, P(Y < 7,5).
Comparer avec la probabilité obtenue a la question 2. b.
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C. Test ’hypothese

On se propose de construire un test d’hypothése pour contréler la moyenne p de
I'ensemble des diametres, en millimetres, des rivets constituant une prochaine li-
vraison a effectuer. On note Z la variable aléatoire qui, a chaque rivet prélevé au
hasard dans la livraison, associe son diametre. La variable aléatoire Z suit une loi
normale de moyenne inconnue p et d’écart type o =0, 15.

On désigne par Z la variable aléatoire qui, a chaque échantillon aléatoire de 100 ri-
vets prélevés dans la livraison, associe la moyenne des diametres de ces rivets. La
livraison est suffisamment importante pour que 'on puisse assimiler ces préleve-
ments a des tirages avec remise.

Lhypothese nulle Hy est : « u = 45», dans ce cas la livraison est dite conforme pour
le diametre.

Lhypothese alternative Hj est « 1 # 45 ».

Le seuil de signification du test est fixé a 5 %.

1. On admet que sous 'hypothése nulle Hy, la variable aléatoire Z suit la loi
normale de moyenne 45 et d’écart type 0,015. On souhaite déterminer, sous
I'hypotheése nulle Hy, le réel positif h tel que P(45—-h < Z <45+ h) =0,95.
Pour cela, on a tabulé ci-dessous, la probabilité P(45 - h < Z<45+h) pour
différentes valeurs de h.

B2 | =LOL.NORMALE(45+B1;45;0.015;VRAI)-LOLNORMALE(45-B1;45;0.015 ;VRAI)

A B C D E F G H

1 h 0,029 0,0291 0,0292 0,0293 0,0294 0,0295 0,0296

PA45-h<Z<45+h) 09468049 | 0,9476203 | 09484253 | 0,9492199 [ 09500042 [ 09507783 | 0,9515424

Exploiter cette capture d’écran pour déterminer une valeur approchée de h
par exces & 107 pres.

2. Enoncer la régle de décision permettant d’utiliser ce test.

3. On préleve un échantillon aléatoire de 100 rivets dans la livraison et on ob-
serve que, pour cet échantillon, la moyenne des diametres est Z = 45,031 mm.
Peut-on, au seuil de 5%, conclure que la livraison est conforme pour le dia-
metre ?
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