C2. Nombres complexes et géomeétrie

I/ Représentation géomeétrigue.
1/ Affixe d’un point et d’un vecteur

Le plan est rapporté dans tout ce qui suit a un repére orthonormal direct (O ; U, V).

Définitions : dwe imdginaire AR

e A tout nombre complexe z = x+iy, avec x ety réels, on associe le . [ T O s S S R S
point M de coordonnées (x ; y). On dit que le point M est le point - |
image de z et que OM est le vecteur image de z.

e Tout point M(x ; y) est le point image d’un seul complexe
Z = X+1y. On dit que z est I’affixe du point M et du vecteur OM. ol , .

e Le plan est alors appelé plan complexe. o B oiww L ambrel i

Remarques :
e Les nombres réels sont les affixes des points de I’axe des abscisses appelé aussi axe réel.

e Lesimaginaires purs sont les affixes des points de I’axe des ordonnées appelé aussi axe imaginaire.

“aze imaginalteLe conjugué de z £ iy est # —dy T

Interprétations géométriques du conjugué
Soit M le point d’affixe z telle que z = x +1y.

Le point M' d'affixe z =x —iy est le symétrique du point M
par rapport a l'axe réels.
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2/ Propriéte L
Propriété : ‘
. s — — e . .
Dans le plan complexe, on considére les vecteurs W et W' d'affixes respectives Z et z' et K un réel.
— —_—
e W=wW & z=2"
— .
e W+ w' apouraffixez+z'.
e kw apour affixe kz.

avec T =@ =iy

Théoréme :

Le milieu | du segment [AB] a pour affixe z, = Iatls

Théoréme :
Soient A et B deux points d’affixe respective z, et z.

- —) 7 b
L’affixe z__, du vecteur AB est égale a zg— z,.
AB

11/ Module
1/ Définitions et propriétés
Définition :
Soit z un nombre complexe non nul. Soit M le point d’affixe z.
On appelle module de z le nombre égal a la distance OM. On le note |z|.

Propriété :
Pour tout nombre complexe Z de forme algébrique X +1y (xeR et y e R).

e [7] =/X2+y?,

° |:Z|:|Z|1
o« [Z]=[
o IXZ=X*+y?=|z]

M'(Z)




Propriété :
Soient A et B deux points d’affixe respective z, et zg. Ona: |zB—zA|=AB.

Propriété :
Pour tous nombres complexes Z, z' et tout nombre entier naturel N > 1 :
|lzxz'|=z|x]|z],

. IZ”I = 2",
L iz,
|Z |
. i 240, M(z)
|Z |
|z| =1
2/ Ensemble U des nombres complexes de module 1 _ -
Définition : i '
On note U I'ensemble des nombres complexes Z tels que |z| =
Dans le plan complexe, U est représenté par le cercle de centre O et de rayon 1.
Propriéte :
Pour tous nombres complexes Z et z' de I'ensemble U :
e 77'eU,
. 1 eU.
z
111/ Arguments d'un nombre complexe M(z)
1/ Définition et interprétation geométrique
Définition :
Soit Z un nombre complexe non nul de point image M du plan complexe, \
N est le point d'intersection du cercle trigonométrique € et de la demi-
droite [OM). g
On appelle argument de Z et on note arg(z) tout nombre 6 dont le point —
. . ;. T
N est I'image sur le cercle trigonométrique €.
Interprétation géométrique
Propriété :
On se place dans un plan complexe muni d'un repére orthonormé direct (O ; u, V) T
e Soient Z un nombre complexe non nul et M le point image associé. " M (=)
arg(z) est alors une mesure en radian de I'angle orienté entre les vecteurs U et OM. :
— 7Y 1 4 OM !
On Ienote(u,OM) =arg(z) [2x]. i
— . . I
e Soient Z un nombre complexe non nul et W le vecteur image associe, I
T arglz) I
ona (U,w) = arg(z) [2a]. il Ve -
O i 1 -
2/ Premieres propriétés des arguments
Propriétés : 7] I M(

Pour tout nombre complexe non nul z et tout reel k non nul :

e arg(-z)=arg(z)+x [2n] etarg(z)=—arg(z) [2n]

4w
e z est un nombre réel, si, seulement si, arg(z) =0 [2n] ou arg(z) = = [2x]

£

|
|
e zestun nombre imaginaire pur, si, seulement si, :
|
|
|

arg(z) = % [2n] ou arg(z) = —% [27]

My(—z) —y M'(z




u
e Sik>O0alorsarg(kz)=arg(z) [2x] B(zp)

e Sik<Oalorsarg(kz)=arg(z)+=z [2n]

Propriété :

Soient A et B deux points d’affixe respective z, et zg. Ona:
- —>

. (u ; OA) =arg(za) [2n].

e (T;AB) =arg(z-1.). v

arglzy

Propriété :
Soit z = 0 de forme algébrique z = x+1iy.

Un argument de Z est un réel 0 tel que cos6 = X etsing= L.

2] 2]

3/ Forme trigonométrigue
Définition :
Soit z un nombre complexe non nul de module |z| et d’argument 6.
L’expression z = |z|(cos6 + isin®) est appelée une forme trigonométrique de z.

Propriété :
e Deux nombres complexes non nuls sont égaux si, et seulement si, ils ont le méme module et méme
argument a un multiple de 2z preés.

e Siz=r(cos(0)+isin()) avec r un réel strictement positif alors |z| = r etarg(z) = 6 [2x].



